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LEÇONS 
D'ALGEBRE. 



TROISIEME PARTIE. 

^L ÉQUATIONS D'UN DEGRi QUELCONQUE. 



PREMIERE LEÇON. 

Des Equations binômes. 



I. J_jES équations binâmes sont celles qui ont la 
forme ;c"+<7. = o, ou plus généralement .r"'+''± 
ax^-=:o; mais on saura toujours trouver les racines 
de cette dernière, lorsqu'on saura résoudre la pre- 
mière, puisqu'elle revient à a:''(a;'"±fl)z=o, et que 
par conséquent elle a pour racines celles des deux 
équations partielles a:^-::=o, j:"'±a::=;o. 

On peut faije dépendre la résolution de l'équation 
.tf^ar^o de celle de l'équation ^^'"i 1=0, en 

posant X =^y Va ; car cette hypothèse donne (ï/"± 
a=^o; d"où y rt r =: o. 

Connaissant les racines de celte dernière équation, 
il serait facile de calculer les valeurs de x^ d'après la 

relation x^=.yY a. Occupons-nous donc des équa- 
tions telles quey"+i;=^o, et y" — i^o, oùi'on 
suppose que in. soit un nombre entier et positif. 
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S. Considérons d'abord une équation de la forma 
y" — 1=0, et supposons que m soit un nombre 
pair que nous représenterons par an. Le premier 
membre y^- — i sera divisible pary*^ — -i, comme il 
est aisé de s'en assurer par le calcul, et le quotient 
«eray"^+y-*+y"~^+etc. +/+y4.i— oj 
en sorte que l'équation pourra être mise sous la forme 

(/— (/''~^+y"'~*+etc.... +/+y+i)=Oi 

elle sera donc (atisfaite par les deux conditions 

y-i^o, 

y"-"+/"-*+y^+ etc. . . +/+y + 1 = o. 

La première de ces équations partielles donne les 
deux racines _^:^ + i , y^ ■ — i . Quant à la seconde, 
elle jouit d'une propriété remarquable : cette pro- 
pi'iété consiste en ce que si a. est une de ses racines^ 

- en sera également une. En effet , supposons que 
l'on ait 

a"~'+ «"~*+ etc + a^+ 1 =r o. 

Je dis qu'il sera permis d'en conclure que l'on aurait 
aussi 



car cette égalité revient à celle-ci, 

, i+a"+etc +a"''~*+a"~'=:D, 

epmme on le voit en multipliant par a""~'; or, celte 
dernière est prccisémienl la même que la première. 
Les équations de cette classe, dans lesquelles les va-, 
leurs de l'inconnue sont réciproques les unes des 
autres, ont reçu le nom d^cqualions réciproques. Oa 



( teeonnak toujours ïk ce caractère , que si l'on j 

' remplace l'inconnue ^ par -, et si l'on chasse les 

(lënominat«^rs , elles reprennent leur forine primitive. 
Ge sont d'ailleul-s celles dont les coefficients dès 
termes , pris à égales distances des extrêmes , se 
trouvent égaux- On peut toujours faire dépendre la 
téÈôltition d'une équation qnt^conqtie de ce genre, dé 
celle d'une équation d'un dCgrë tnoitié moins élevé, 
et de ceHe d'une aurre équatian du se»- ^fed Aegré. 
Pour montrer Conusant oti j paMëât, tépt^iÂ^s 
l'équation 

y"^*+/'^+y*-'^+ etc. . . . +y+ 1=^0, 

et divisons le premier rrtembre par_^''~', it viendra 



t-^H^ - 



Rapprochons lés termes pris à égales distances des 
extrêmes, et nous aurons 

faisons eftsuiie y+ - ;= i , il eh tésUltêra 









.Substituons ces valeurs danj 1 équation T donv le* 



mers termes sont 



(^+p)«(r+)) 



OU (^''-{ — - I, et I , selon que n — i est impair ou 
pair; nous aurons dans les deux cas une Àjuation 
en z du degré {n — i) , parce que y~' + Tn^i ' 

donné par une fonction en 2 du degré (n — 1} , comme 
on le Toit par la formule du binôme. 

3. D'après cela, on peut faire dépendre la résolu- 
tion de l'équation^" — 1:^0 de celle d'une équatior 
du second degré; car, en divisant^^"— i par_^' — -i. 
on trouve ^' +j^'' + i pour quotient; et si l'on divise 
le premier membre de l'équation ^° -4-^'+ 1^0 

par^-', on trouve ^'4- i -i ; ^^ o. Posant ensuite 

r~\ — ^s, il en résulte r" -\ — z=^z'' — a, en sorte 

que l'équatiop se réduit à z' — 2 + 1^=^0, ou :b' — 
1=^0; d'où l'on tire z^^zt i. Poui' déduire ensuite 
les valeurs de^, il faudiait recourir à l'équation de 

relation^^H — ^-, qui donne^'^;y-+ r =:o, 



tW^T 



Ces quatre valeurs réunies avec les deux premières 
^rr=T,^^ — I, forment les six racines de l'équa- 
tion y — 11^=0. 

Mais on doit remarquer que ce procédé n'est pas 
le plus simple dans l'exemple actuel, et qu'il serait 
beaucoup plus expéditif de résoudre directement 
i'équation_^+_^'+ iz^o, à la manière de celles du 



:. y 



I 
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second degré. On en tirerait immédiatement 



y 



=±/= 



r 1^1:3 



Taleurs éijuivalentes à celles que l'on a trouvées par 
l'autre méthode, comme on le recennaîtrait aisément. 
Si l'on voulait résoudre l'équation y^ — i ^o , on 
diviserait d'abord le premier membre par^* — i, ce 
qui ramènerait l'équation à y^-\-y^-\-y'-^ \-^q. 

Divisant encore par^, y vîendraît_^+^ H \- — ^o. 

Posant r+-=;3, on trouverait a' — 2£=^o, oti 

r 

bien (=' — 2)3^0, équation qui donna s^rro, et 
^ ^ ± \/i. Pour obtenir ensuite les valeurs de_/, il 

faudrait recourir à l'équation de relation_>'+ - 3^ z qui 



donne _^ 
successivement s: 



Ces six valeurs réunies avec_^^±i forment les huit 
racines de l'équation y* — 1 = 0. 

Si l'on traite de la même manière TéquatioB 
^"'— 1^0, on verra que sa résolution dépend de 
celle de l'écjTjatJon s* — Sa^+iri^o, qui peut être 
traitée à la manière de celles du second degré, et 




donne - = ± V/ — 



:|/5 



Si l'on voulait appliquer le même procédé à l'équa* 
tion ^" — ■i::r^o, on serait conduit â une équation 
en a du cinquième degré; et comme, dans l'état 
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actuel de l'algèbre, il n'existe point de méthode qui 
puisse donner généralement les racines d'une équa- 
tion au cinquième dt^é , non plus que pour les 
degrés supérieurs, U s'en suit que nous ne sommes 
point en état de trouver les racines de l'équatioa 
_^"— i:::=o, et qu'il en est de n3.ènie, a fortiori y pour 
les équations j''* — ■i-z^o^y"'' — -i^ro, etc. Maïs 
l'emploi des lignes tiigonoinétriques nous fournira 
tout-à-l'heure une formule générale dont on poun> 
déduire les racines de toute équation de la forme 
^'" — 11=0. Avant de feire connaître cette formule, 
voyons comment il sera possible d'appliquer le pro- 
cédé ci-dessus aux équations de la forme^y" — i^o^ 
dans le cas où m est un nombre impair. 

4- Nous pouvons comprendre ces équations dans la 
formule jr^"^' — i=o. Le premier membre ne sera 
plus divisible par jr+ i -, comme il est aisé de s'en 
convaincre; mais il le sera par ^ — i, et donnera 
pour quotient j^'"+^"'~'+_;^-"^'+etc. +_/+i, 
ensorte que l'équation pourra être mise sous la forme 

O— 0""+r""'+/"'*-~'+ etc.. +^+i)=roî 

elle aura donc y^:= i pour première racine : les autre» 
sci-ont fournies par l'équation 



qui devient 



'+7- 



■ +etc.... +^-+i=;:o, 



lorsqu'on divise par ^", et que l'on rapprocbo les 
termes pris à égales distances des extrêmes. L'unité 
est toujours ici le dernier terme, parce que l'équa- 
tion _;j'*''4-J'*"~'+ etc. + 1 7= o renferme le terrae_/", 
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^ui, divisé par^;"", donne i. Si l'on fait_/H — ^-, 

on obtiendra une équation en a du degré n, 

£n supposant eonnus les procédés que l'on emploie 
pour résoudre les équations àa troisième ei du qua- 
trième degré, procédés qite nous développerons dans 
fa qtiatriéme partie de ces leçons , on voit que l'on 
pourrait ii-ouver tontes les racines des éqnations 
j''— i:=o,y— 1^0, ^'— 1 = 0, /»— i:z=o. La 
dernière , par exemple , admet pour racine ^ = i , et 
se réduit, en divisant par (x — i) , à 

divisant par^' et rapprochant les termes pris à égales 
distances de5 extrêmes, il vient 



disant enSa^-f 



z Zy et remplaçant les quantités 



tioa de z, on aura à résoudre l'équation 

z*+ e' — 3z' — 2Z+ I := o. 

STais la résolntion de l'équation ^"^^1:^0 dépen- 
drait de celle d'une équation en z du cinquième 
degré , ensorte ijue cette méthode des équations réci- 
proques ne s'étend point au-delà du dixième degré. 

5. Il y a cependant certaines équations de la forme 
j-" — 11=0 dont on peut trouver les racines par ce 
même moyen, quoique l'exposant m- soit plus grand 
que 10 : cela arrive loraque m est décomposable en 
facteurs moindres que 11. 



Soit par exemple x''^ — i^=:o, «ne équation dans 
laquelle on suppose que les nombres p et q sont 
moindres que ii. En posant x^^z, cette équation 
deviendrait z^ — r =^o. On pourrait tirer les valeurs 
de 3 de cette dernière. Soient a, €, y, etc. ces valeurs 
de z : il suffirait pour trouver celles de x, de ré- 
soudre successivement chacune des équations par- 
tielles x'':^a, ar''^ê, .r''=ZY, etc., c'est-à-dire, 
x'' — 0,^=^0, xf — 6;=o, x'' — Y^^°i *'*^' Or, pour 

résoudre la première, on ferait x^yy a., ce qui 
donnerait .r''^jf'''.a,ensone que l'équation x^ — 0=0 
deviendrait j'''. a — a^o, c'est-à-dire x{j'' — 1)^0. _ 
On voit donc que la question serait ramenée à trouver ' 
les racines de l'équation ^'' — 1^=0; et lorsqu'on le» 
connaîtrait, il suffirait de multiplier chacune d'elles 

par 1/ a pour obtenir les valeurs de x correspon- 
dantes. On liserait d'un semblable artifice de calcul 
pour résoudre chacune des autres équations pariielles 
x^" — 6 = 0, ar^—- Y3=o, etc. : et l'on voit même que 
pour avoir les racines de la première, il faudrait mul- 
tiplier celles de l'équation j^ — i t= o par v ê ; que 
de même, pour avoir celles de la seconde, il faudrait 

multiplier les valeurs de ^ par V y, et ainsi de suite; 
ensorle que l'équation ^''-^1=0 étant résolue une 
fois pour toutes, on est en état de former de suite 
les racines des différentes équations particulières 
~ ' \, x'' — Y=^o, etc. 
6. L'équation x'^'''^' + i^=o peut être ramenée à 
la forme -*"+' — 1:^=0: il suffit pour cela de faire 
x-:=—z] nwis il n'en est plus ainsi lorsque l'expo- 
sant est pair. Ainsi, on peut résoudre une équatiou 
lelle que 37'""*"'+ 1 :!r;o, lorsque 2/1+1 ne surpasse 
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pas y, ou lorsque ce nombre est déooinposable en 
^teurs moindres tjue lo. Mais l'équation ar'"'+i=iO 
présente une difficulté qui ne peut point être levée 
par la méthode des équations réciproques; car son 
premier membre n'est divisible ni par x+i , ni par 
X — I ; elle n'admet ni + i , ni — -i pour i-acines. 
La méthode des lignes tri go no m étriqués lèvera cette 
difiiculté de la manière la plus élégante. 

Observons encore que le procédé des équations 
réciproques peut être appliqué directement à l'équa- 
tion x""^'-i-t^o, sans qu'il soit besoin de faire 
jr=: — z; car le premier membre est divisible par 
x+i, et le quotient est x"" — a:'^~'-\-x"'~'^ — etc. 
+ x^ — x+i, en sorte que l'on a 



{x+i) {x^—x"" 



+ ^'- 



-•)- 



tt qu'il reste à résoudre l'éipiatinn 3^'"—^'""'+ etc. 
+ I =z: o ; or , si l'on divise le premier membre par 
x"', et que l'on rapproche les termes également dis- 
tants des extrêmes, il viendra 

posant ensuite x-\ — ^2, on arriverait à une équa- 
tion du degré n en z. 

y. Remarquons enfin que l'équation x^—i^o 
admet deux racines , et que chacune de ces racines 
élevée au carré donne l'unité; que de même l'équa- 
tion X — 1^0 admet trois racines , et que chacune 



de ces racines élevée au cube donne l'unité; 



que 



réqualion x* — 1^33 o en admet quatre qui, élevées à 
la quatrième puissance, donnent également l'unité, 
et ainsi de suite. Il sera démontré que l'équation 

•t"" — I =: o foitrnil m racines , quelque soit le nombre 
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entier et positif m, et il est clair que chacune de ces 
quantités jouit de cette propriété , qu'en l'élevant à la 
puissance m, on retrouve l'unité. 

D'après cela, il est permis de dire que l'unité a 
deux racines carrées, trois racines cubiques, et géné- 
ralement m racines du degré m ; d'où il suit qu'il en 
est de même d'un nombre quelconque; car si Von 
représente par ^la racine du degré m d'un nombre €, 

on aura y=vê, c'est-^-dire , y^^è, ou_/'"— 6^0, 
équation qui peut être satisfaite par m. valeurs de y. 
Od obtiendrait ces valeurs de j en multipliant tour- 
à-tour chacune des m racines de l'unité déduite* de 
l'équation x"* — i =: o par la racine m*"" de ê que 
fournit la méthode d'extraction des racines. 

Ce que nous venons de dire serait également appli* 
cable au cas où € serait une expression algébrique 
quelconque. La méthode d'extraction des racines n'«i 
(loone qu'une ; mais celle-là est en quelque sorte la 
base de toutes les autres. Sous ce point de vue, lors- 
que m sera un nombre impair, la quantité €, que je 
supptue réelle, aura toujours une racine réelle; ce 
sera celle que fournit la méthode d'extraction, ou, 
ce qui revient au même, le produit de cette racine 
fondamentale par i ; mais toutes les autres seront ima- 
ginaires, attendu que l'équation y" — 1:^0 n'a pas 
d^autre racine réelle que + i lorsque m. est impair. 
SI m. est pair, la quantité ê aura deux racines réelles, 
aavoic les produits de la racine fondamentale par + i 
et — I ; mais les autres seront imaginaires , parce 
que +1 et — I sont les seules racines, réelles d'une 
équation telle que .r'" — i,;^o. En effet, il est clair 
daitord qu'aucun nombre > i ne pourrait satisfaire à 
l'équation-^'" — i:=:a. En second lieu, cette équation 
ne peut point admettre de racines réelles < i ; car 
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— —: ] est nécessairemeDE < i. Ainsi, elle ne peut 

a + àj 
point admettre d'autres racines réelles que + i et — i: 
donc, si elle en admet m, il faudra que toutes les 
racines autres ^e + 1 et — i soient imaginaires. 
Cette consëcpieHce ne pourrait être fausse qu'autant 
que toutes ces autres racines seraient aussi égales à +i 
•u à — I ; mais on a vu par la résolution des équa- 
tions ^' — 1=0, a:* — i^o, x^ — i^o, etc., qu'il 
n'tsH était pas ainsi, et l'on pirou-vera plus tard qu'une 
équation de la focme x" — i = o na peut point 
a4jtoettra de racines ^ales. 
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Résolution de rè-quation binôme par les lignes 
trigonométriques . 

8. X RÀiTONS d'ahord L'équatiou a;™ — i^o. 

Comme elle ne peut visiblement point avoir de 
racines réelles plus grandies que Tunitér, en qu» Is' jdu9 
grand des sinus est égal à l'unité lorsque le rayon 
lui-même ^ i , U est natuEel d'exprinei' x en une 
fonction de sinus. Nous poserons donc x z= cos. Ç 
+ sin. <f l/tTi, vu que cette eitpressioii est propre à 
devenir ±ï, si l'on prend ç^o, ou ^=200", et 
peut en même tem^s être imaginaire 'pour d'autres 
valeurs de ç. C'est cette quantité ç qu'il s'agit de dé- 
termiiier de manière que l'équation x""- — 1^0 soit 
satisfaite quand on y remplacera x par cos. f -f- 
sin. çi/Hl. Or, celte équation deviendra, par ce 
l'emplacement , 

{cos. ç + sin. ç l/Zri)"' — r =: o -, 
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COS. mip+ sin, mf l/— i = i. 

Sous cette forme elle ne pourra être satisfaite qu'au- 
tant que m ip sera un multiple pair de la demi-ciicon- 
férence. Il en résulte, pour déterminer ç, la relation 

wjç := aAïT, d'où ç= -, 

À étant un nombre entier quelconque, auquel on peut 
donner alternativement les valeurs o, i, ?.. 3, etc. 
A chacune de ces valeurs de fc, il en correspondra 
une pour y, et par conséquent aussi une pour x. 

g. Il semblerait au premier aperçu que x est sus- 
ceptible d'une infinité de valeurs ; mais il sera facile 
de se convaincre que l'on ne peut en obtenir qu'un 
nombre m. En effet, faisons d'abord A^^o, il viendra 

çrro, COS. f-^ i; sin. 9^0. 

Et conséquemment 

Faisons ensuite ^ ^ i , il viendra 



r = cos. f — 1 +sin. ( — ] l/_ 



puis fc = 



, nous a 
-^^ A- 



pour A = J. .. ç^^ — - ... et ^ = cos. ( — ) + sin, ( — \ 1/ (j 

etc. ' : 

pour^=m— i,?=af jnetj^^os. a ( JT+sin. 2 ( J^^l^ 

i 



T&OISIBHB Fl.aTI^. 

Telles sont les m piemières valeurs de x. Elles 
sont essentiellement diiïiérentes les unes des autres, 
puisqu'il n'est point d'arcs qui puissent avoir à-la-fois , 
le même sinus et le même cosinus , à moins que l'un 
étant ^a, l'autre ne soit=a + 2ffîir. 

Il s'agit de prouver qu'on ne peut pas en obtenir 
d'autres. Pour cela, voyons ce qui arrivera en faisant 
k^=m, k^m~\- i , etc. , etc. 



Pour k- 



lï -f-din. a-Tyl/- 



1 résultat obtenu 
) pour k^^o. 



\i=m+i 



s.f a7c+— J + sinJ ■nt-\ j V"^-, 



I 

^Br ^■T aie , 1 résultat obtenu 

^B :=cos. ^ — + sm. -~\/—A 

m m \ pour /,:=i. 

En faisant k^vi + a, on retomberait sur le ré- 
sultat obtenu pour A^a, et ainsi de suite- 
Passant à i=r ni-(-wi = affz, puis à A=r2/ra + i, ■ 
etc. , on retrouverait encore la même série de valeurs; 
d'où il résulte qu'on n'en peut obtenir que m qui 
soient différentes les unes des autres. 

On voit encore que l'on n'est pas tenu de com- i 
mencer par l'hypotbèse i^o, plutôt que par une 
autre , puisque les valeurs de x redeviennent les 
mêmes après une période composée de m termes. On 
peut prendre à volonté pour série des valeurs de k , m 
termes consécutifs de la suite des nombres. 

lo. Nous montrerons une autre propriété non 
moins utile dans son application : c'est que, après 
avoir obtenu la moitié des valeurs de ^, on peut en 
déduire immédiatement l'autre moitié par une simple 
mutation de signes des sinus. Reprenons en effet le^ 
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expressions 

X=:coi.i^~\- sin. <p K— I Çz= , 

et examinons les deux hypothèses * < — et ^- > — , ou 
bien 2^<m, et nk>m. 
De la première , il résulte 

ç < Œ, c'est-à-dire, ç ^(ir — e); 
de la denxième , il suit 

ç > it , c'est-à-dire , ç = (tt + 2) ; 
donc, dans le premier cas, on a 

^=cos. (:: — «} + sin. (ir — z) l/~, 
et dans le deuxième, 

a:=:coa. (■Tr-4-z) + sin. (« + 2)l/Zri: 
or, cos.(7r+z)^cos.(Tî— ;);etsin. (x+z)^— sin.(:T— z^; 

donc, la valeur générale qui confient au dernier cas , 
peut être ainsi traduite : 

ar^cos, (tt — z) ■ — ^sin.(7r — i.)v"^f 

forme sous laquelle elle ne difîër» de U première qti« 
par le signe du sinus. 

On peut donc dire qtic la formule 

.ï^^cos, (tc— ^z)±sin. (t — z) l^I^ ,,,_ 

comprend toutes les raleun de x. titiI 

Nota, Si m. est un nombre pair, ~ sera l'un de» 

nombres entiers coB^is entre o et irz , ea tortt qo« 

l'une des valeurs de k sera ^l=: — : mais alors, 00 
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et par conséquent s=o ; donc la valeur 
de X correspondante sera 

;r=:cos. Tcisin. TiV"^ ^' — i , 

d'où résulte cette seconde valeur réelle x = — i 
qu'admet pour x l'équation x^^ — i =^ o; la première 
étant x^zt qui correspond à /-^o, ou à z=:ir, 
selon que l'on emploiera la formule 



a^TC 



2/tu 



- zii sin. - 
ou la formule 

X ^ COS. (tc — s) — sin. (iT — s) \/~i . 

Si m est impair, — ne sera pas au nombre des 
valeurs de k, et l'on ne trouvera plus la racine 
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r Construction géométrique de l'équation x" — i = o. 

II. iJi, après avoir divisé la demi - circonférence w 
en un nombre m de parties égales ,fig. (6) , (7) et (8) , 
on joint par des cordes les points de n'^ pair, ce qui 
formera un demi-polygone régulier ; et que des som- 
mets 3, 4i 6, 8, etc. de ce polygone, on abaisse sur 
le diamètre des perpendiculaires 2(:, 4c, , 6(7„, etc.; 
ces perpendiculaires seront les diverses grandeurs de 

■ ' , et les parties Oc, Oc\ Oc", etc. en sei-ont 
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grandeurs géométriijues des coèfBcienLi de ^^— i 
les lignes Oc, Oc', etc. sont les parties réelles 
valeurs de x. 

Que le nombre m soit pair ou impair, on a 
toujours pour la valeur de x correspondante 
point A , 

X = eos. o ± sin. o V^~ = i . 



1 

des J 



Examinons ce qui arrive pour les a 
et B, dans les autres cas. 



• points R 



Si m est pair, te point B sera un point 
J de division Je n" pair pour lequel on. 



Pour qu'il y ait en même temps un 
i pair. ^ point de division en R, oVst-à-dire, à 
] l'estréniité de l'arc de loo", d faut que 
oit doublement pair; alors, on aura 
[ pour ce point 



On voit par cette construction géométrique, que 
dans le cas oit m^ ap^ x ne peut avoir que les va- 
leurs réelles x-^i ., xz^^^i correspondantes à ^^o, 



' pour tout autre point, le sinus ne peut 



a 
être nul, 

2° m. impair. Si m est impair, le point B sera un 
point de division de n" Impair, il n'y aura donc 
pas de racine pour ce point. 

Il n'y en aura évidemment pas non plus pour le 
point R, 

X ne peut avoir dans ce cas qi^'une seule valeur 




À 
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réeUe; car, pour tout point de la citconférence autre 
que A et B, le sinus ne peut' être nul. 

Décomposition de réquation x*" — i=o en facteurs 
. 9 réels du second degré. 

la. On sait que la valeur de x est donnée généra- 
lement par la formule 

oc = COS. — TT zjz sm. — ir V--i , 
Tii m 

et qu'en faisant successivement ^==0, = i , =2 , etc. , 
on déduit les valeurs diverses 

ar = cosJ odzsin.' o W^ZIJ= I , 

;r = cos. — iT±sin. — tc v/— i, 
m m 

4 I •21 

^=cbs. — Trdrsin. — ts i/'— -x, 
m m 

etc. 

Pour avoir les facteurs réels tlu second degré, il 
faudra multiplier entre eux les facteurs du premier 
qui ne diffèrent que par le signe du sinus, ce qui 
donnera 

-COS. — ip— sin.— Tri^—Arj:— cos.—ïF+sin.— -ici/^— i')=a:^— 2C0S.— iF-f-i, 
m m ^ ''^ m m ^ m 

,4.4 4.4 4 

-COS.— w— sin. — -ïTi/^— i)(a?— COS.— w4-sin. — '7ri/'-.i')=ar*— acos. — «+1, 
m m ' ^ ^ m m ^ m 

Dans le cas où m est impair, il existe un facteur 
du premier degré {x — i), provenant de Thypothèse 
^ = o ; ainsi , Ion aura 

œ^-^izzzix—i) (j;'— 2 COS. — '7^+ 1) (^^—2 COS. — TT-H i)etc. 
2» a 

V 9 

t. S '■■'*■ ' 

.1 * ■ ^ •m\ 
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Dans le cas où m est pair, il y a deuï racLnea 
réelles +i et — i, çowespoii liantes à A=^o, et 

jt= — , ijui fournissent les fadeurs [je — i), {x-{-i), 

dont le produit est (^'— i) ; de sorte que l'on a 

.V"-i=(^-i)(ic'-2cos.-Tr+i)(3r'-2cos.— 77+iJetc. 

Résolution de r équation x"'+i=^o par les lignes 
trigonoin étriq u es . 

i3. Si, par des considérations analogues à celles 
du n° (8), on pose 

or ^ COS. (p + sin. çl/^, 
l'équation x'^-\- 1^:0 deviendra 



Il faut, pour qu'elle soit satisfaite, remplir les deux 
conditions cos. inf=: — i, sin.m(p:=o; et ces con- 
ditions seront remplies lorsque mf sera un multiple 
impair de la demi-circonférence, c'est-à-dire, toutes 
les fois que l'on prendra ni(p:^{ai + i)ir, ou ç = 

—, Les diverses valeurs de x seront donu 

données par la formule générale 

a;::=co3. 7t H-sm. — 1t K— i- 

i4- Pour construire géométriquement ces diverses 
valeurs, il est clair qu'au lieu de joindre les points de 
n" pair, il faudra joindre ceux de n° impair. 

Considérons tour-ti-tour , comme nous l'avons fait; 
pour l'équation ^c" — i = o, les deux cas de m pair 
et de m Impair, \ 
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Si m est pair, l'équation n'aura point de racine 
réelle; car, ne joignant ici que les points de n" im- 
jiair, nous ne tomberons ni sur le point A, ni sur le 
poÎDt B; et ces points sont cependant les seuls pour 
lesquels le sinus soit égal à zéro. Si m est doublement 
pair, il n'y aura pas non plus de point de diTisiou 
en R, et par conséquent pas de racine correspon- 
danie à ce point. 

Si m esi impair, B sera l'un des points de division, 
de n" impair; et comme à ce point le sinus est zéro^ 
a: aura une valeur réelle égale à — 1. Tputes les 
autres seront imaginaires. 

£n suivant une marche absolument semblable Â 
celle du n" 1 5 , on reconnaîtrait que dans le cas où m 
est pair, on a 



■ +1— (j 



rcos. — T7-l-i)(3:'— 



7î+i)elc. 



et dans le cas où /ra «st impair, 

x^+i^(.r+i) (.ïT — aa:eos. — ,TT+ i)etc. 

^^j5. Je terminerai ce chapitre par quelques obser- 
vations généraTes. La formule 



i 



2-t 



■îk 



77 1/r 



peut être écrite de la manière suivante : 

.i-^=(cos. h-sin. ■ — 1/— 1) ; 

et en désignant par c la quantité constante 

COS. l-sin. ~ l/~, 

en la réduit à 
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Or, on a vu qu'il fallait donner à k la Sefie de^ 
valeurs ^:=i, ^ = 2, etc., k=zm. Les valeurs de ^ 
seront donc les diverses puissances de ^ ^ 

X ■ c k X " . c • M? I c k eiCk • • • X ' c • 

n est à remarquer que c'*=iî car Téquation x""^! 
=ô donne af^=. 1 , et puisque xz=:c^ on a x^'=ic^\ 
donc, c'"= I. On a vu d'ailleurs qu'en Élisant kz=zm^ 
on devait ayoir pour x la même valeur qu en faisant 
Â:=^ù\ Or, cette dernière hypothèse donne jr=c^=i. 
* Si w est un nombre pair, nous aurons, en fai- 

sant ^=: — , 
2 

•r , 2.1: , HTZ . — 

^=z:c:^=: (cos. h sm. — V^— jP, 

_ m m ^ 

= COS. ir + sin. tt \/^Hî = — i , 

valeur trouvée plus haut pour ce cas. 

16. Il a été prouvé, n** 9, qu'après les substi- 
tutions successives â:=:o, â:=i, â:=:2, etc. A- = 
(m**— 1), on retombait sur Jes valeurs dé x déjà trou- 
vées, et que ces valeurs se succédaient dans le même 
ordre; de telle façon que les hypothèses ^=;o, 
A:=7W, kz=i%tn^ kziziZm^ etc.; A:=m*, ^::=/7i , etc. 
fournissaient toutes un même résultat y que A* =: i , 
k=:m + i y kz=2m + Xj etc. fournissaient aussi un 
même résultat , et ainsi de suite. Ce théorème est mis 
en évidence par la valeur générale xz=:c ^ car les 
séries 

0', C',v 9^9 eic. c j ' 

c'", c^+S c"^, c"^', etc. c*"-', 
c"", e^\ c'"^% c="»+\ etc. c^"-', 

I 

etc. 
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sont toutes égales, ternie à leime ; c'est-à-dire, que 
c''^c"::=zc""=^, etc., puisque c"'^i. De même, 
c"^' = c'".c=e; c'"^'=c"^'x.i^=c"*+' = c; et 
ainsi de suite. 

17, La proposition suivante offre encore un genre 
d'analyse assez intéressant. 

Si c'' est une des racines c, C^, c , etc., c'', c™, 
rffl l'équation x*" — 1^0, et que p soit ua nombre 
premier avec i», les puissances successives c^, c''', 
c'', etc., c'"'', de cette quantité^ seront égales aux m 
premières racines. 

En effet, si on divise par c" autant de fois qu'on 
le poun-a , cliacun des ternies de la suite c'', c'''^ 
c '', etc., c"''", ce qui est permis, puisque c"'=ii ; el 
si l'on représente tes quotients par c^, c', c''. . . c" 
ou c", il sera aisé de reconnaître que les exposants 
Pi 9 y ^1 etc., m, sont tous différents les uns des 
autres , et qu'en conséquence , il en est de même 
des quantités c'', c', c', etc., c". Car, diviser les 
quantités c''', c^'', par c", autant de fois que possible, 
c'est retrancher m autant de fois que possible des 
«xposants îp, 3/», etc.; c'est donc diviser chacun de 
ces exposants par m, et les nombres y, r, s, etc., 
sont les restes de ces divisions. Or, pour que les restes 
de deux, divisions soient égaux, lorsque le diviseur 
est le même dans chacune d'elles, il faut que la dif- 
férence entre les deux dividendes soit un multiple du 
diviseur. Ainsi , pour que q et s, par exemple , fussent 
^gaux, il faudrait que la différence a/f des nombres 
2^, 4/*! qui, divisés par m, ont prodiût ces restes, 
fut divisible par m ; ce qui ne fle peut , puisque p 
et m sont supposés premiers entre eux. Les quantités 
c^, c* sont donc essentiellement différentes l'une de 
l'autre. Il en est de même des m quantités c'', c', c*", 
C, etc., c™. Ces m quantiics ne peuvent donc être 
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que c, c', c , etc., c™. Il est à remarquer que l'on ne 
dîr point ici que c' est égal à c^\ ni que c'' est 
égal à c'^', etc. ; mais seulement que t' est égal à 
l'une des quantités p, c', r , etc. 

Nous avons supposé p>rn^ maïs il est visible que 
la nature des raisonnements que l'on emploie nexige 
nullement celle condition : il faut seulement que p 
et m soient premiers entre eux, comme on a dû le 
reconnaîtie. En second lieu cette démonstration est 
applicable à l'équation ce"' — t^o, et non à toute 
autre, parce qu'elle suppose que c étant. une des ra- 
cines, on aitc"'i3ii. On déduirait pourtant des con- 
séquences analogues pour l'équation a:"'+i=o, 
mais en remarquant que c"* est égal à — i et non 
pas à +1. 

i8. M. de Lagrauge, dans sa nouvelle édition de 
la Résolution des Équations numériques, vient de don- 
ner une formide algébrique de laquelle on déduit les 
racines de toute étpiation de la l'orme x'" — 1=0. 
Mais, comme il le dit lui-même, cette formule est 
beaucoup moins simple que celle des lignes trigono- 
métriques : ainsi, nous renverrons à son ouvrage ceux 
qui voudraient en faire l'étude. 



•théorie générale 

DES 

ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 

D'UN DEGRÉ QUELCONQUE. 



QUATRIEME LEÇON. 

V>o»HE le but de cette théorie est de parvenir à 
des procédés qui puissent servir à trouver toutes les 
racines d'une équation numérique d'un degré quel- 
conque , et que ces procédés ne sont applicables 
qu'au cas où l'équalion sur laquelle ou opère est 
ramenée à la forme A'"-l-P,.r'"~'-(- P^ .i;"'^''-(-etc. 
H-Pm— 1 -^H- Ppj^^o, m étant un nombre entier po- 
sitif, et P, , P^ , elc, étant des nombres entiers , nous 
enseignerons avant tout les moyens de ramener une 
équation algébiique quelconque à cet état. 



Des moyens de ramener une équation à une autre dont 
le coefjicient du premier terme soit l'unité, dont les 
autres coefficients soient des nombres entiers, et dont 
les exposants soient des nombres entiers et posit^s. 

ig. Quelle que soit l'équation donnée, nous sup- 
poserons que l'on ail fait passer tous les termes dans 
un même membre, et que le terme affecté de la plus 
uiute puissance de l'inconnue ait le signe -\-. Il 
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serait toujours facile de ramener une équation a cet 
état, en changeant tous les signes , dans le cas où ce 
terme serait affecté du signe — . Par exemple, l'équa- 
T — 8^0, est la même que celle-ci 
zo, puisqu'on obtiendrait la seconde 
en multipliant les deux membres de la première par 
— I , et que cette multiplication ne change point les 
racines. Soit en effet a une racine de la première de 
ces deux équations, on aura 



mais cette égalité revient à celle-ci 



et par conséquent a 



a»'— a + 8 = o, 

ce qui montre que a est aussi racine de la seconde 
équation. Réciproquement, si œ est une racine de^ 
l'équation -20;^ — .r + 8^0, celte racine conviendra 
à l'équation — 2X^ + x — S^i^o, puisque si l'égalité 
-i-2a' — a + 8^0 a lieu, il en résultera — 2a'-F-a 
— 8 = 0. 

20. Les variétés qui peuvent se rencontrer dans une 
équation , sont , i" des coefficients fractionnaires î 
a" un premier terme affecté d'un coefficient autre 
que l'unité j 3° des exposants entiers négatifs; 4" tlGS 
exposants fractionnaires, positifs ou négatifs, ce qui 
correspond à des termes irrationnels. Voyons com- 
ment, dans ces divers cas, pris d'abord isolément, 
on transformera l'équation donnée en une autre du 
genre a'"H-I',jL'"""' + erc. +^^^0. Nous cumule- 
rons ensuite toutes les difficultés dans une même 
équation, et nous les ferons disparaître simultanément. 





dans laquelle entrent plusieurs termes aiïectés de dé- 
nominateurs K, K,, etc., et où le premier terme ail 
l'unité pour coefficient. Nous la ramènerons à l'état 

cité, en faisant x^^^. , c'est-à-dire, en 

KK, .. . etc. 

remplaçant l'inconnue par une nouvelle inconnue, 
divisée par le produit des dénomînatenrs. Car, par 
cette substitution , tous les termes de l'équation trans- 
formée acquerront des coefficients fractionnaires, et 
le premier terme sera celui où les quantités K, K,, etc. 
demeureront affectés des plus hauts exposants; en 
sorte qu'en multipliant tous les termes par le déno- 
minateur du premier , on fera évanouir tous les dé- 
nominateurs , en conservant l'unité pour le coefficient 
de ce premier terme. Le calcul fournit les résultats 
suivants : 

K"K,",elc. ^ K"-f' K,", etc. ^^ ■ ■ ' — "■ 

équation transformée, obtenue par la substitution de 

J-t; au lieu de x. Multipliant tous les termes 

KK.,, etc. '^ 

par le dénominateur K^K,™, etc., il vient 

». ..K"K,~, etc. , „,K-K,", etc. 
.,"+... A/- ^.^., ^^^ ^^ +...^f p-gj^T,— 

+ TK"K,", ctc.= o. 

Effectuant les diTisions indiquées 

^"+ . . . A K""- ^"+'1 K,"— y + Wir~' K," 
+TK"K,", etc. = o. 



■ 
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tous les coefficients AK'"~'>''"'"'''K,™^", etc., sont en- ' 
tiers, puisijue les nombres m — (n + i), m — (/'+i)t 
ne sauraient être négatifs. En effet, n+i ne peut 
jamais surpasser m; il ne peut même lui être égal 
que dans le cas où l'on aurait n=^m — i, c'est-à-dire 
où Aa:" serait le second terme. 

Observons que l'éfjuatiou de condition 



r' 



;(KK„ 



c.)^ 



* 



ce qui prouve que, par la transformation effectuée, 
on a multiplié cliacune des racines de la proposée 
par le produit des dénominateurs. Si donc on con- 
naissait les racines de la transformée , il stiftirait de 
diviser chacune d'elles par ce produit pour en dé- 
duire celles de la proposée. 

Dans le cas particulier où tous les dénominateurs 
sei-aient égaux , on opérerait une transformation ana- 
logue, en faisant l'inconnue égale à une nouvelle in- 
connue divisée par le dénominateur commun élevé à 
une puissance marquée par le nombre des coefficients 
fivi cl ion n aires. Mais it suffirait de poser simplement 

En effet - 



après cette substitution, K se trouvera dans le déno- 
minateur du premier terme, à une puissance assez 
élevée , pour que la multiplication de tous les termes 
par ce dénominateur fasse évanouir tous les a^itres. 
Soit, par exemple, l'équation 



^'+ -^ 



+ 



- +c = o 



TROISI 

Faisant .r == ■..-, il v 
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K^^ V ^ K- ■ ' 

J'où .... _j''+(ïï'' + K£j-+cK'^=o. 

Le cas que nous venons de traiter est visiblement 
le pliis défavorable ; car , si le second terme n'eiit 
point été aJïecté dn dénominateur K, ie dénomina- 
teur K^ eftt été pïus grand que tous les autres en 
particulier. Appliquons ce que nous venons de dire 



équation 

dont les racines s 
En faisant a. = 



7 + 7 — O, 



64" 



Ht + i =:0, d'où y~4j'-l- l6 = 



tiansformée , dont les racines sont 

valeurs liiiil fois plus grandes que celles de x. Car, 
(.'Il multipliant celles-ci par 8, on obtient 



:2zbav^=3= 



ad=v^:il/=3^3zfci/=7i 



21. Soit donnée une équation de la forme 
K^^H- Ax'"-' -t- Bx"'~'+ , etc. -h T = o 
pour la ramener à nne autje dans laquelle le cocffi- 



cient du premier terme soit l'unité, sans iniroduiieB 
«le coéfGcients fractionnaires. 

En divisant tous les termes par K , on obtient 






- +, etc. + - 



K " 



alors l'application du procédé précédemment indiqué 
conduira au but. 

22, Si l'équation donnée renferme des exposants 
négatifs , ou , ce qui revient au m^me , des dé- 
nominateurs affectés de l'inconnue , il faut multi- 
plier tous les termes par l'inconnue élevée à une 
puissance positive marquée par le plus fort exposant 



légatif. Car il est clair que si Q^ " ou 



Q, 



■ep resente 

le ternie affecté du plus haut exposant négatif, le fart 
de la multiplication par or" transformera ce termç 
en Qx° ou Q; et que tout autre terme de la forme 
R:ï— "+' deviendra ^je'. 

Cette opération n'aura nullement altéré les racines^ 
car on peut multiplier les deux membres d'une 
équation par une même quantité sans changer ses 
racines. 

Il semble au premier aperçu que l'on change le, 
degré de l'équation. Mais il suffira , pour se con-i 
vaincre du contraire , de remonter à la définition. 
Le degré d'une équation est marqué par le plus haul 
exposant de l'inconnue, lorsque tous les exposant» 
sont entiers et positifs ; mais il n'en est pas ainsi 
lorsqu'elle renferme des exposants négatifs, ou même 
fractionnaires, c'est-à-dire, des dénominateurs incon- 
nus, ou des radicaux. Par exemple, l'.équalion 
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est du deuxième degré , quoique le plus haut exposant 
soit I j car en chassant le dénominateur x, elle prend 
la forme jr' — -la — 4^=^*'- Ce n'est qu'après l'avoir 
ramenée à cet état, que te plus haut exposant marque 
son degré. Les racines de celle-ci sont 37=; 6, jt^ — 2, 
et satisfont en effet à la première. En général , toutes 
les fois qu'une équation renferme des dénominateurs 
' inconnus, ou des exposants négatifs, on doit faire 
\. disparaître ces dénominateurs ou ces exposants néga- 
I tife avant de prononcer sur le degré de cette équation. 
Passons à l'analyse du cas où elle admet des expo- 
sants fractionnaires ou des radicaux. 

23. S'il n'entre dans l'équation qu'un seul terme 
affecté d'un expesant iraction-naire , ou bien s'il y a 
plusieurs exposants fractionnaires dont les dénomi- 
nateurs soient égaux, il faudra remplacer l'inconnue 
par une autre inconnue élevée à une puissance raav- 
4juée par ce dénominateur. Il est éTÎdent, en effet, 

que tout terme de la forme Q.*;" se changera en Q^' 
par la substitution x:^y. 

L'équation de relation j;n:^^", ou s^'^^y annonce 
que les racines de la transformée ne sont pas égales 
à celles de la proposée ^ mais on obtiendra ces der- 
nières par des élévations aux puissances du degré n. 
Soit, par exemple, l'équation 



ou ■ • . ■ X — 12 x^ — i3 ^ 0; 
faisant x::=j\ ou x'^y, on aura 
y— la^— i3 = o, 
d'où.... j»'=:6± 1/^^ = 6 ±7 
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Enfin, on ferait disparaître ks Jénoraînateurs . 
faisant dans cfitie dernière, ^^ p , ce qui don^ 
nerait, en représentant , pour abréger , par a, S, S, 
v, etc. les divers exposants entiers obtenus, et par 
M, M', M", etc. les coëfGcîents aussi entiers que l'on 
trouverait 
2*+ M^^+ M'z^+M"£^+ etc +M^=:o 

équation de la forme demandée, et que l'on pourrait 
résoudre au Heu de la proposée, en ayant le soin 
d'observer qu'il faudrait d'abord diviser ses racines 
par AEGK , ainsi que l'indique l'équation de relation 

j'= - ^ ; puis élever les quotients à la puissance 

du degré yî, comme le montre la première ëqiiatioR 
de relation x -^yl'. On aurait par là les racines da 
la proposée, 

26. Le but de toutes ces transformations <?iant da* 
faire ensorte que l'équation à résoudre ne contîennfi^ 
plus que des coefficients entiers, des exposants entiers 
et positifs, et que le coefficient du premier ternis 
soit l'unité j il convient de faire connaître l'avantagea 
que présente une équation de cette forme sur tout« 
autre. 

Cet avantage consiste en ce qu'elle ne peut com-, 
porter aucune racine fractionnaire. En effet , soit «4 
général 

3;"+ P,^'"~'+P,^'"~'+ etc. +P„ = o, 
cette équation, et posons l'Jiypothèse 



la substitution de cette valeur fournirait 
^+r,?sî^T+P.?5î=i+etc. +P„„, ? + p„=:o 



TKOISIÉME PjtUTIE. 33 

d'où, en multipliant par i'""', à de^^sein de consentir 
un seul terme fractionnaire , 



■ + P, o'"-' + P, fl'"-' b H- etc. + P„- 
d'où enfin , 



'"■'"+P/,iA"'~' = o, 



)-^= — (P,a"— '-+-P,o'"~'i+elc.-i-P„^,ûè"-'+P«£"'^'). 



Or, si y est une expression fractionnaire irréductible, 
■7- en sera également une. La dernière égalité oliie- 
nne est donc absurde; et comme elle provient de la 
substitution a: := - , il faut conclure que cette valeur 
bypothétiqiie ne saurait convenir à l'équation. 

Il est visible d'ailleurs que si un seul des coéflG- 
cients P,, P,, etc. Ciït été fractionnaire, ou bien que 
si l'un des exposants eût été négatif, l'égalité (F) au- 
rait pu, dans certain cas, être susceptible de vérifi- 
cation. Il en aurait été de même si le premier terme 
avait été affecté d'un coefficient entier , autre que 
l'unité ; car en outre que la division par ce coefficient 
ferait rentrer dans le cas des coëfiicients fraction- 
naires, il n'y aurait pas de raison pour qu'une frac- 
tion dont le dénominateur serait un diviseur de ce 
coefficient, ne convînt pas à l'égalité (F). 

On conçoit aisément quelles simplifications cette 
propriété peut apporter dans la recherche des racines 
d'une équation. On aura occasion de les remarquer. 

27. Réciproquement si une équation n'admet que 
des racines entières , elle sera essentiellement de la 
J'arme x^^ P,x"'~'+etc. + Pm:^o, les coë^cieias 



k 




^1 
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P, , P, , etc. pouvant égaler zéro, mais non une exprès^ 
sion ^factionnaire ; car ai a, a", a'", etc. Ont sont ce» 
racines entières, l'équation ne sera autre chose que 

(.r — fl) (a: — «„) [x — a„ J etc. {x — am)=^0, 

comme on le démontrera plus loin. Or, le produit 
{x~a) {x — «„) etc. ne peut pas avoir des coefficients 
fractionnaires, lorsque a, a^, etc. sont des nombres 
entiers ; et le coèfEcient du premier terme x"" de ce 
produit est visiblement l'unité. 

38. 11 résulte de ces deux propositions, que toute 
équation qui admet des racines fractionnaires doit 
essentiellement contenir des termes fractionnaires , ou 
bien un premier tertne de la forme Ax". 

En second lieu, toute équation telle que 

I A ,1 i A etc. K étant des 

-m -H -s=r-, + etc. + K^O , 

X V { nombres entiers 

ne peut admettre de racines entières autres qu« + 1 

et — I ; car si l'on fait x:^ -, il viendra 

f 
j"* + Aj"^' + etc. + K =r o. 

Celle-ci ne peut avoir que des racines entières ; donc, 

d'après l'équation de relation x^ -, aucune valeur 

positive de x ne peut surpasser i ; et toutes les valetirs 
négatives sont comprises entre o et — i. 

29. Si l'on veut transformer une équation en une 
autre dont les racines soient de signes contraires à 
celles de la proposée, il faudra poser x:^ — y, ou 
y-^ — x; or, cette substitution n'apportera visible- 
ment aucun changement aux signes des termes affec- 
tés des puissances paires de l'inconnue , et changera 
les signes des termes dont les exposants seront im- 
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pairs^ d'où il résulte que la transformation indiquée 
s'effectuera par le simple changement des signes de 
cette dernière classe de termes. 

3o. Si l'on propose de transformer une équation 
en une autre dont les racines soient des fractions 
d'une espèce donnée de celles de la proposée, par 

exemple, de l'espèce - on fera_^ir;^— . 

3i. En général, pour transformer une équation en 
une autre dont les racines aient une relation déter- 
minée avec celles de la proposée, on exprimera celte 
relation par une équation , et l'on en déduira la va- 
leur de l'inconnue de la proposée en fonction de 
celle de la transformée. Celte valeur , substituée dans 
la proposée , fournira l'équaiion demandée. Ainsi , 
dans la question précédente, on devra substituer au 

lieu de a:, la valeur ■ - que donne l'équation de rela- 



^^S&H 
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quelques propriétés des éqitations à une setile 
inconrme de la- forme prescrite dans la leçon précé- 
dente, et sur la composition de ces éqtuUions. 



3a. f^RBMiER THBORBME. Si dtsux vombres aeliS, 
substitués dans un polynôme tel que x^+P, i,™~' 
-|-P„x"'~''-t- etc.... +Pn—iTt + ï'm,Journisseni des 
résultats de signes contraires , il en faudra ccnclure 
qu'il existe au moins une racine de l'équation x^+P^ 
>"'~'+etc. ...-l-P/n=^o entre ces deux nombres 7. et é, 
3. 
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On Toit que je suppose ici que les coefficients P, « 
P,^ etc. sont numériques. 

Pour démontrer ce théorème , représentons par P 
la somme des termes affectés du signe +, et par N 
la somme des termes affectés du signe —, ensorte 
"que le polynôme proposé revienne à P — IV; et sup- 
posons d'abord que les nombres a et ê soient posi- 
tifs; que le premier donne un résultat positif, c'est- 
à-dire, qu'il rende P>N, et que le second donne un 
résultat négatif, c'est-à-dire, qu'il rende P<ÎN'. Si 
l'on conçoit que le plus petit de ces deux nombres 
s'élève par degi'és insensibles jusqu'au plus grand, 
c'est-à-dire, qu'il passe par tous les degrés de gran- 
deur intermédiaires , chacune des quantités P et N , 
croîtra en même temps comme étant composée de 
termes de même signe où l'exposant de x est d'ail- 
leurs positif : de plus , les accroissements de P et 
de N seront insensibles comme ceux du nombre subs- 
titué; car un accroissement déterminé de P, par 
exemple , ne peut être produit que par un accroisse- 
ment déterminé du nombre substitué. Cela ppsé, on 
doit observer que P, qui d'abord était >ou<]V, 
devient au contraire < ou > , lorsque le plus petit 
des nombres a atteint le plus grand. 11 en faut con- 
clure que l'une de ces quantités croît avec plus de 
rapidité que l'autre, et qu'il y a un moment où ces 
deux quantités deviennent égales. Or, le nombre qui 
produit cette égalité P=::N,ou P — ]V:=^o, ou a:"* 
-\- P, a;""' + etc. + P™ ^ o , est une racine de cette 
équation. On ne peut point assigner ici cette racine, ' 
mais on n'en est pas moins certain qu'elle existe. 

Cette démonstration pourrait également être appli- 
quée aU cas où les deux nombres a et ë seraient 
négatifs, et il suffirait pour cela de représenter pai 

e des termes de degré pair qui se trouveraient 





mOtSIEllE FABTIB> 3^ 

récédés par le signe + , réunie à celle des termes 
e degré impair qui seraient précédés par le signe — , 
attendu que ce sont les termes de ces deux classes qui 
sont ou deviennent positifs lorsque l'on y remplace :x: 
par un nombre négatif, N serait la somme des autres 
termes de l'équation. Lorsque les nombres a et 6 ne 
sont point aiïeclés du même signe, il est toujours 
permis de dire que chacune des quantités F et 14" 
croît par degrés insensibles : cependant , la chose 
ne paraît plus aussi sensible que dans les deux 
autres hypothèses. Car si Ion suppose que a soit 
négatif, il faudra le faire diminuer jusqu'à zéro, puis 
augmenter jusquà ë; or, à l'instant où il deviendra, 
positif, certains termes qui jusques là auraient fait 
partie de P, passeront dans N, et réciproquement, ce 
qui paraîtrait pouvoir produire un changement déter- 
miné dans les valeurs de ces quantités P et N , et 
empêcher par conséquent qu'elles ne croissent séparé- 
ment par degrés insensibles , quoique cela n'ait réelle- 
ment pas lieu. 

Il est aisé de lever cette difficulté, en observant 
que l'hypothèse :r^o fournirait un résultat de signe 
contraire à l'un des deux ; d'où il faut conclure qu'il 
j a au moins une racine comprise entre o et a, ou 
entre o et ê , attendu que la démonstration cï-dessus 
serait applicable au cas où zéro remplacerait l'un des 
deux nombres substitués primitivement : or ^ une ra- 
cine comprise entre o et a, ou entre o et 6, l'est 
également entre « et ë, lorsque ces deux nombres 
sont de signes contraîres- 

33. On peut en quelque sorte lire dans une figure 
de géométrie ce principe sur lequel nous nous sommes 
fondés, Que tout polynôme f (x) dont tous les termes 
sont affectés du même signe , croît par degrés insen- 
sibles lorsque faisant partir x de zéro ou d'une valeur 
positive ijudconque , on suppose que cette ■variable aug- 
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mente elle-même par degrés imemîhles. Je ne ferai 
point cette figure, parce qu'il est impossible que le 
lecteur ne l'aperçoive pas de lui-même, sachant que 
toute ëquation à deux inconnues représente une 
courbe ou un syslême linéaire. 

34- Problême, Trouver un nombre qui , '■substitué 
dans un polynôme tel que x^^ P, j/"~' + etc. , rende 
le premier terme plus grand que la somme de tous les 
autres. 

A cet effet, supposons que C soit le plus grantl 
coefficient de ce polynôme; il est clair que Cj::"'"" 

^- C x"*^' 4- etc + C sera toujours plus grand que 

P,;c'^' + P„y^*+etc.... + P„, lorsque l'on subs- 
tituera au lieu de x la même valeur numérique dans 
l'une et l'autre de ces deux expressions. Donc , si a 
était un nombre qui, substitué au lieu de x, donnât 

x"" > Cx""' + Ca/"~" + etc +C, ce même 

nombre donnerait a fortiori ^> P,y^'+ P„y^' 
+ ete. . . + Pm. Ainsi , la question est ramenée à trou- 
ver un nombre qui rendrait x"' > C af"~' -\- C x""* 
+ etc... +C. Or, celte inégalité revient à celle-ci. 



">C(x' 



■' + a^~ 



. + .), 



et comme la valeur qu'il faut attribuer à x doit visî- 
blement être pins grande que l'unité, il s'ensuit que 
ï quantité x — i et par conséquent aussi la quantité 

doit être positive : donc , le second membre 
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__-àe cette inégalité doit être considéré comme une 

quantité plus petite que ; d'où il faut conclure 

qu'une valeur de x tpii satisferait à légalité 



satisferait aussi à l'inégalité ci-dessus, pourvu toute- 
fois que cette valeur de x fût plus grande que l'unité. 

Or, réalité ^/"zr: se réduit à (x — i) = C, 

en supprimant le facteur x" qui fotu-nit m valeurs 
de âc égales à zéro, lesquelles ne peuvent point con- 
Tenir à la question ; et l'équation de condition x — i 
^C donne ;c^C+i, valeur plus grande que l'unité. 
Le pioblèmc est donc résolu par le plus grand coef- 
ficient de l'équation pris positivement et augmenté 
de l'unité. 

35. Il suit de-là ^ue le plus grand eaéfficient ttune 
' équation, augmatté de l'unité et pris positivement , est 
plus grand que toute racine positive de cette équation. 
Car si la substitution de ce nombre au lieu de x 
lend le premier terme plus grand que la somme de 
tous les autres, il est clair que tout nombre positif 
plus grand jouirait a fortiori de la même propriété, 
et par conséquent ce nombre, ni aucun de ceux qui 
le surpassent , ne saurait être une racine de l'équation . 

En second lieu , le même nombre (C + i) pris avec 
le signe — est un nombre nègat^ plus grand que toute 
racine négative. Car il donnera un résultat positif ou 
négatif, suivant que l'équation sera de degré pair ou 
impair, et tout nombre négatif plus grand jouirait à 
plus forte raison de la même propriété. 

ges nombres sont appelés limites supéi^uns des 
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racines : nous verrons par la suite comment on peut 
déterminer des limites plus rapprochées. 

36. Deuxième théorème. Touie équation de degré 
impair admet au moins une racine réelfe de signe con- 
traire à son dernier terme. 

Car si l'on représente par C le plus grand de tous 
les coefficients de l'équation, on reconnaîtra que le» 
substitutions ^ = o, .r:=C-)- i donneraient, la pre- 
mière un résultat égal au dernier terme, et la seconde 
un résultat positif; cnsorte que ces deux résultats se- 
raient de signes contraires si le dernier terme était 
négatif; d'où il faut conclure qu'il y aurait au moins 
une racine réelle comprise entre o et C+ i. Cette 
racine serait évidemment positive, et par conséquent 
(le signe contraire au dernier terme. Si ce dernier 
terme était positif, les substitutions j: = o, x^ — 
(C + i) donneraient des résultats de signes contraires; 
donc, il existerait aa moins une racine entre o et 

37. Troisième théorème. Toute équation, de degré 
pair dont le dernier terme est négatif admet au moins 
deux racines réelles, l'une positive et l'autre négative. 

Car les substitutions a: = C + i, xz= — (C + i) 
donneront des résultats positifs , et la substitution 
j: = o donne un résultat négatif, 11 y a donc une 
lacine comprise entre zéro et G+i, et une autre 
entre zéro et — (C + 1). 

38. 11 suit de ces deux théorèmes qu'une équation 
qui n'a point de racines réelles est nécessairement de 
degré pair et a pour dernier terme un nombre posit^, 
et que de plus le polynôme X qui compose le premier 
membre dans cette équation X=ro, jouit de la pro- 
priété de donner toit/ours des résultats de même signe, 
quelque nombre que l'on y substitue an Heu de X. Il 
existe en effet des équations de cette espèce ; celles 
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àu second degré nous eii offrent l'exemplif , et si l'on 
multiplie entre eux plusieurs facteuis du sëconc:| 

.degré qui n'admettent point de racines réelles, on 
formera évidemment une équation de degré pair dont 
le dernier terme sera positif, et qui n'admettra point 
de racines réelles ; car un pioduii tel que [:zf+px+^') 
(^-i-p.^ + Ç,) {^'+p..^ + g„) etc., ne peut évidem- 
ment point être réduit à zéro par une valeuD de x 

,qui n'y réduit aucun de ses facteurs; donc, si ces 
facteurs n'admettent point de racines réelles, le pro- 
duit n'en admettra point. 

Il est aussi des équations de degré pair ayant un 
dernier terme positif , qui admettent des racines réelles; 
car si l'un des facteurs x'-^-px-^q , ±^-\-p' x-\-q' , etc. 
en admettait, le produit les admettrait également, 

39. D'après ces considérations, il devient évidem- 
ment impossible de démontrer qu'une équation quel- 
conque de degré pair dont le dernier terme est 
positif admet des racines réelles, puisque ce fait n'a 
point lieu. Mais M. Lacroix a donné dans ses Eléments 
d'Algèbre des développements qui tendent à prouver 
que toute équation de cette espèce doit admettre des 
racines, soit réelles, soit imaginaires. 

'Il est démontré, dit-il, que toute équation de 

• degré pair, dont le dernier terme est négatif, a au 
" moins deux racines réelles ; mais la valeur de ces 
- racines dépendant de celles des coefficients de l'équa- 
«tion proposée, doit nécessairement être composée 

• d'une certaine manière avec ces coefficients, ou en 

■ être une fonction. Quoiqu'on ne puisse pas assigner 

• la forme de cette fonction, son existence n'en est 

■ pas moins évidente. La méthode des séries et le 

• calcul différentiel fournissent les moyens d'en avoir 

• des développements. Gela posé, il est vbible qu'elle 
Hp^it encore stdjsister lorsqu'on y change le signe du 
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■ dernier terme de l'équation proposée , et qu'alon 
«elle deviendra la racine de l'équation dont le def- 
" nier terme est positif; elle pourra, par ce changi 
• ment, cesser d'être réelle, mais non patf d'exister 
«comme expression analytique; il sera donc toujours 
n permis de la représenter par un symbole qui jouira 
« des propriétés communes à toutes les équations. » 

Ce raisonnement peut être considéré comme un« 
véritable démonstration ; et il en auia toujours toute 
la rigueur aux yeux des hommes dont le jugement 
est formé aux considérations mathématiques. S'il pou-' 
Tait rester quelques doutes ^ur ce que la fonction 
demeure racine de l'équation lorsque l'on change 
dans l'une et l'autre le signe du dernier terme de 
cette équation , on les lèverait aisément par les obset-, 
vations suivantes : Puisqu'il existe une fonction des 
coefficients qui jouit de la propriété d'être une racine 
de l'équation dont le dernier terme est négatif, il 
doit y avoir un certain mode de calcul , une certaine 
suite de transformations par lesquelles on pourrait 
arriver de cette équation à l'égalité œ:=y(p^,p^^, 
atc, pm)- Or, si l'on faisait subir les mêmes transfor- 
mations à l'équation dont le dernier terme est positif, 
on passerait visiblement par des résultats qui ne dif- 
féreraient des premiers que par le signe du dernier 
terme Pm- Ainsi, l'on parviendrait à a: ^=;y"(P, , P^ , 
etc., — Pm), au lieu d'arriver à .r^^y"(P,,P„, etc., 
4-P»i), comme dans le premier cas ; et par la même 
raison que a:^/{P, , P,, ,etc., +Pm) serait racine de 
l'équation j:"+P,a;'"~'+ etc., — Pm = o, l'expres- 
sion a-=iy(P, , P_, etc. , + PniJ^o devrait l'être de 
l'équation :c'"+P^.r"'~'+etc., + Pm^o. 

4o. D'après tout ce qui précède, nous sommes au- 
torisés à conclure que toute équation , de quelque degré 
qu'elle soit, admet au moins laie racine, soit réelle, 
sait imaginaire. 
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Suite de la précédente. 

4i. vJdatbikme théokemk. Si a est une racine, 
soit réelle , soit imaginaire, d'une équation telle que 
x'"+P,x''~'-f-P„x'"~*+elc., +Pm=;o, le premier 
membre sera divisible par (ï — a). 

En effet , si a est une racine , on aura 0"*+ P, 
n"-' _|, etc. , + P,^, <i + P,„ = 0, d'où P™=: — 
rt" — P^a""'— P^a"^" — etc., — Pbi_i a. L'équation 
pourra donc être ramenée à la forme 



*H-P,a7"~' + etc. +Pm-ia;- 



-v,ar^ 



-etc.-Pni_i^:^0, 



sous laquelle on reconnaît que a est une racine. Or, 
si l'on rapproche les termes affectés des mêmes expo- 
sants , il vient 

(a)(^-iï"')+P,(:r'"-'-a'"— )+etc.+P^,(;t:-a)=0, 

mais les expressions (x"— a"'), (:t™~*— a"*""'), etc. 
sont divisibles chacune par [x — (i), lorsque m est 
iiii nombre entier positif» donc, la totalité du poly- 
nôme compris dans le premier membre jouit de la 
inéme propriété. 

On connaît les quotients partiels de la division 
des binâmes x" — a™, x'"~^ — a'"~', par [x — a); 
ainsi , il sera facile de voir que le quotient de la 
division du polynôme total par le même binôme 
ix~a),esl '*■ 
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a^+etc. a:" 




x — a 




' +P. +IM, 




+P^ 




1 +P"., 



42. Réciproquement , si le premier membre d'une 
équation est exactement divisible par (x — a), le 
nombre a sera une racine de cette équation. En effet, 
dès le moment où {x — a) est un des facteurs du 
premier membre, ce polynôme est réductible à zéro 
par l'hypothèse x — n^o, ou x^a. 

43. Il suit de là que, si a n'est pas une racine de 
Véquation, le premier membre de cette équation réduits 
à la /orme x^H- P,x"'~'4- , etc.+P^^^o, ne sera 
pas divisible par (x— a); puisque dans le cas où cette 
division pourrait s'effectuer exactement, a serait une 
racine. 

44' Si, pour plus de simplicité, nous représentons 
P^i" Q,t Qi» Qu ei^c- les coefficients (a + P,), (a'-î- 
P,a+ P') , du second membre de l'identité (3), cett» 
identité deviendra 



X +etc. 



a:~-t-etc. = (a; — a) (^"-'H- Q,a:~-' + etc.). 




= a/^' + Q' x"-^ + etc. 4- Q«- 



Le produit {x — a) {x" 'H-Q,a;'"^+etc.), «t 
par conséquent aussi le polynôme x" -^ etc. peut être 
réduit à zéro de deux manières différentes : 1° par 
la condition x — ar^o, 2° par la condition x'''~^+ 
Q_^'"~'+etc. = o; or, si cette dernière est satisfaite 
par la valeur x=a", le polynôme a^~' + etc. sera 
divisible par x — «", d'après ce qui précède ; on aiu^ 
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donc, en représentant par R', R", R'", etc. les coéf- 
£cIeDts des divers termes du polynôme du desré 
(m — a) qu'on obtiendrait jwur quotient 

V^'-i-etc.=(:r'*-' + B,x'"-'+etc.} (-xr—a'), 
d'où 

af"-i-elc.={x''^^+^'-T'"-^-\~etc.){jr-a")(ct~a)—o* 
On prouverait de même que si le polynôme j;'*~ 
-+- etc. était réductible à zéro par l'hypothèse x—a'". 
on aurait 

^"+etC. =:(j:"-'4-etc.)(j:-a"'} (j;-a") (:c-b)=zo, 
et ainsi de suite. Remarquons à présent qu'à mesure 
que l'on introduit un facteur binôme simple, le degré 
du polynôme résultant de la division diminue d'une 
unité, ainsi que le nombre des termes de ce poly- 
nôme ; donc , après avoir obtenu successivement m 
facteurs binômes simples, (j: — a), (j: — a") ^ gtt. 
(x — «m), on trouverait l'unité; d'où îl faut conclure: 
i" Que toute équation du degré m admet un nombre m 
de racines. 2" Que tout polynôme X du même degré 
peut être considéré comme résultant de la multipiicof 
lion, de m facteurs binômes simples , dont l'inconnue x 
est constamment le premier terme , et dont les seconds 
termes sont les racines de V équation ^^o prises avec 
des signes contraires, si toutefois U est de la forme 
1""+ P'x"""' + etc. := o. 

45. Une équation du degré m ne peut point ad- 
mettre plus de m racines. En effet, soient a', a", etc. 
am, les m racines que cette équation doit nécessaire- 
ment avoir, d'après ce qui précède; on pourra la 
mettre sous la forme {x~a') {x-a"). .. {x — am)=o. 
Or, ce produit {x—a,') {x—a") etc. ne peut être zéro 
qu'autant qu'un de ses facteurs sera lui-même égal à. 
jipto. Ainsi, l'équalion ne pourra être satbfaite que 



I 
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X — a ^O, X — a ;=0 x — Om=0, 

miî ne fournissent ^ue les m premières valeurs de x. 

Il suit de»là immédiatement qu'un polynôme X du 
degré m ne peut point admettre plus de m dwisews 
iiinôm^s simples. Car, s'il en admettait un {m — i^'"', 
il en faudrait conclure que l'équalion Xi^o admel 
plus de m racines, ce qui est absurde. 

46. Il sera très-aisé, d'après tout ce (jui précède; 
de former une équation à une seule inconnue qiii 
admette des racines données a, b, c, d; car on voit 
qu'il suffira de multiplier entre eux les facteurs 
{x — a), [x — *), [x — c), [x — d), et d'égaler 1« 
produit à zéro. Le calcul donnera pour l'équa&oB 
demandée 

: -\-ahcd=iO. 



précisément la somme des racines prises en signes con* 
traires. a'* Que le coefficient du troisième terms est 
somme des produits deux à deux de ces mêmes racinM 
prises arbitrairement , sait avec leurs signes, soit avût^ 
des signes contraires. 3" Que le coefficient du (pia- 
triente terme est la somme des produits trois à troA) 
' î racines prises avec des signes contraires. 4° Çu* 
le dernier terme est le produit de toutes les racàtei 
prises indifféremment avec leurs signes, ou avec 
signes contraires, 1« que le nombre de ces racines est 
pair. 



x' + ai 


x' — aic 


-t-ac 


— abd 


-\-ad 


— acd 


+ ia 


— Icd 


+ bd 




+ cJ 




1° Que le 


coefficient a 
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Comme ces observations peuvent être généralisées 
puisqu'elles émanent de la composition du produit 
d'un nombre m de binômes qui ne diffèrent que 
pa:^ les seconds termes, nous dirons que dans toute 
équation de la forme :i/"+P,:t'"~' + etc. + Pm = o, 
le coefficient du. terme du rang n est égal a la somme 
des produits (n — i) à (n — i) des racines prises at'cc 
des signes contraires. 

47- Il résulte de-là diverses conséquences que nous 
allons exposer successivement. 

1° Lorsqu'une équation telle que x'"+ P^x™"'-!- etc. 
+ Vm ^ o sera dépourvue de second terme, c'est-à-dire, 
lorsque P, y sera égal a zéro, il en faudra conclure 
que la somme des parties réelles positives des racines 
est égale à la somme des parties réelles négatives , 
et que les parties imaginaires se détruisent dans la 
sommée (i). Car la somme totale des racines ne peut 
se réduire à zéro qu'autant que cette double condi- 
tion est remplie. 

z°Si le dernier terme manque, c'est-a-dire, si l'on 
a Pm = o, il faudra conclure qu'il y a une racine 
égale à zéro. Car un produit ne peut être nul qu'au- 
tant qu'un des facteurs qui ont servi à le former était 
zéro. 

Remarquons qu'alors le coëfScient de l'avaat-der- 
nîer terme n'est plus autre chose que le seul produit 
de (m — i) racines qui ne contient pas cette racine 
^gale à zéro. 

Ér— 

^^Mi) Noua verrons plut tard que cette dernière drcons* 
^TlUlce a lieu dans toute équBtion dont les coefficients sont 
Eéels, lors même que P, n'est pas ïéro : cela tient à la ma- 
nière dont lesracLR^ imaginaires entrent dans les équation» 
k £ette espèce. 
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3^ 5/ les deux derniers termes manquent en mêint 
temps , il faudra conclure qu'il y a deux racines égalai 
à zéro. Car, de cela seul que le dernier terme est'i 
zéro, il résulta que l'ëquation admet une racine égala 
à zéro , et que par conséquent le coefficient de l'avant-: 
dernier terme se réduit au seul produit de (m — 1) 
racines qui ne renferme pas cette première racine 
égale à zéro. Donc, si ce coefficient est égal à zéro 
en même temps que le dernier, il en résultera nëce»- 
sairement qu'il y a unft nouvelle racine égale à zéro. 
Remarquons qu'alors le coefficient de l'antépénul- 
tième terme se réduira au seul produit de {m — a)i 
racines qui ne contient ni l'une ni l'autre des deux 
qui sont égales à zéro. 

4" Si les trois derniers termes manquent, ce sera un»- 
preuve qu'il j a trois racines égales à zéro. Car, de 
cela seul que les deux derniers termes manquent , il 
faut conclure qu'il y a deux racines égale.'i à zéro, et 
qu'en conséquence le coefficient de l'antépénultième 
se réduit an seul produit de {m — 3} racines qui ne 
contient ni l'une ni l'autre des deux racines égales à 
zéro; or, si ce produit unique est lui-même égal à 
zéro, il en faudra bien conclure qu'il renferme une 
nouvelle racine égale à zéro comme les deux premières, 
5" En général, si les n derniers termes manquent, 
ce sera une preuve qu'il y a n racines égales à zéro. 
Car, de cela seul que les (« — 1} derniers terraei 
manquent, il faut conclure qu'il y a (n — 1) racines, 
égales à zéro, et que le coefficient du n'"" est égal 
au seul produit de m — {n — i) racines qui ne con- 
tient aucune de ces (n — i) premières. Or, si ce pro- 
duit unique est lui-même égal' à zéro , il en faut bien 
conclure qu'il renferme lui-même une racine égale 
à zéro. 

Ce principe général est d'ailleurs mis en évidence 
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par la forme même de l'équation qui , dans cette 
hypothèse, est j:"'-4- P,jr'""~' + etc, -t-Pn— t j:"^o; 
rar cette équation est satisfaite par la condition x''=:o 
qui fournit « valenrs x=:zo. 

48. Réciproquement , si une équation admet un 
nombre n de racines égales à zéro, ces n derniers 
termes manqueront. Car il entrera nécessairement ati 
moins une de ces racines dans chacun des produits 
de m—{n — i) racines dont se compose le coefficient 
du terme du rang n, à partij' du dernier : et il en 
sei'a de même, à plus forte raison, pour les produits 
de moindres dimensions. J 

On peut aussi le prouver en observant que le pre- ■ 
mier membre de l'équation doit alors être divisible I 
par jt", et qu'en conséquence la moindre puissanca J 
de ^ qu'il puisse comprendre est la n^'"'. j 

49- Voici maintenant des conséquences analogues^ m 
relative^ aux racines égales, qui dérivent aussi de 4 
cette composition des coefficients en fonction de» 1 
i-aciues. I 

I" Si une équation de la forme x'"-^- P^x^^'+etc. 1 
T^^ o , admet deux racines égales à a. , le dei-nier I 
terme Vn et le coefficient Pm— i de F avant -dernier m 
xeroHt divisibles , l'un par a'' et l'autre par a, en sorte I 
tjiie a sera diviseur commun. Car le dernier terme I 
abcd... etc. , devient aacd... etc. , lorsque la seconde ta- M 
cine b est égale à a i il est donc divisible par a'; et | 
le seul produit bcd... etc., de ('«—1) racines, qui ne I 
contenait pas a, devient divisible par a lorsque h=a. tl 
a" En général, s'il j^ a n racines égaies à a , ^ -1 
dernier terme sera divisible par a", le coefficient de J 
l'avant-dernier par jl'~^, ainsi de suite, et le coefficient .M 
du terme du rang n , en partant du dernier, sera divi- . I 
sible par a. Car ce coefficient du terme du rang n est 1 
!;» somme des produits des racines prises m — (n-i) I 
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à m — (n — i). ;0r, il n'est aucun de ces produits 
qui ne renferme au moins une des racines égales 
puisque chacun d'eux se forme en supprimant tour- 
à-tour (rt — i) facteurs dans le produit des m racines. 
Par la même raison chacun des produits de m— (n— a) 
racines, qui composent le coefficient du terme du 
rang n — i , à paitïr du dernier , compi'endra au 
moins deux des racines égales à a, etc., et le dernier 
renfermera ces n racines égales , d oi'i résulte le théo- 
rème énoncé. 

Le théorème relatif aux l'acines égales à zéro peut 
visiblement être considéré comme un cas particulier 
de celui-ci. 

5o. Si la réciprotjue de cette proposition était Traie, 
il en résulterait un caractère bien simple pour recon- 
naître si une équation donnée admet des racines 
égales autres que l'unité et ses racines d'un même 
degré (i). Il suffirait d'examiner si le dernier terme 
et le coefficient de l'avant-dernier ont un commun 
diviseur. Mais les propriétés dont nous venons de 
parler ont également lieu dans le cas où l'équation 
renferme des racines inégales telles que a, a'', a?, 
ra , sa'. Ainsi , lorsque le dernier terme et le coefficient 
de l'avant-dernier auront un commun diviseur, ce ne 
sera point une preuve qu'il existe des racines égedes I 



(i) J'eicepte ici l'unité, parce que i est toujours diviseur 
commun à deux nomlres quelconques ; j'excepte aussi se» 
racines d'un môme degré, c'est-à-diie, celles qui convîeiment 
à une même éqnation de la forme j:''+ i ^^o, parce que 
leur produit est toujours i , et qu'en conséquence une équa- 
a pourrait renfermer deux, ou trois, ou quatre racine* 
égales à chacune d'elles, sans que ses derniers coefficient» 
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on ne serait en droit de tirer cette conséquence qu'a 
tam que l'on serait assuré que les racines inégales 
sont toutes premières entre elles. En second lieu, si 
ces deux coëfScients n'ont pas de commun diviseur, 
on pourra être certain qu'il n'y a pas de racines 
égales commensurables autres que l'unit*!; mais on 
ne sera pas sur encore que les racines d'un même 
degré de l'unité n'entrent pas comme racines égales 
dans l'équation proposée. Il n'y a même rien , dans 
tout ce que nous avons dit jusqu'ici , qui prouve que , 
dans ce dernier cas, l'équation ne renfermerait pas 
d'autres racines égales , soit incommensurables , soit 
imaginaires ; mais nous démontrerons un peu plus 
loin que cela ne peut point arriver. 

5i. Les relations qui existent entre les racines d'une, 
équation j?'"+P,x"~'+etc.,H-P«=:o, et ses coef- 
ficients, semblent devoir donner un moyen de trouver 
ces racines, puisque l'on a autant d'équations que 
d'inconnues. Mais il est aisé de reconnaîtie l'insuffi- 
sance de ce procédé. Soit en effet l'équation x'-i- 
P,.ï:'+P,a;+p3=:o, et posons 

P, = — a — è^c i , , , , , 

„' , , \ a, 0, c, étant les symboles 
V. — a6 + ac + bc l '^J J„._ . J__ 



„ , I des racines inconnues. 

?!=■ — aoc { 

Pour trouver les valeurs de ces Inconnues a, it, c 
moyen de ces trois équations , il faudrait tirer de la \ 
première la valeur de c, par exemple, et la substi- 
tuer dans les deux autres , etc. , etc. Mais ce procédé 
d'élimination peut être avantageusement remplacé par 
. le suivant, qui doit d'ailleurs conduire au même ré- 
sultat. Multipliez la première équation par a', la 
seconde par a, et ajoutez les deux produits avec la 
troisième, il viendra 
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fl'+P,o'+P.fl + P, = 0. 

Cette équation étant la même que la proposée , on 
voit que l'on ne saurait trouver a sans savoir résoudre 
l'équation proposée elle-même. Si, au Heu de multi- 
plier par il" et par a, on eût multiplié par i" et par 
il, on serait parvenu à l'équation A*+P,i°+ P,i 
-|-P]:^o; et s! l'on avait multiplié par c' et par c, 
on aurait obtenu c^ + P,c' + P^c+ P^i^^o. 

Ces trois résultats, tle même forme que la proposée, 
proviennent de ce que les lettres a, i,c, ayant été prises 
pour symboles des racines, se sont trouvé combinéçs 
de la même manière dans les fonctions symmétriques 
P, , P, , Pij et en conséquence, l'équation finale en a 
qui devait être la traduction algébrique de la relation 
qui existait entre cette racine a et les coefficients 
P,, P,, Pj, ne pouvait pas manquer detre la même 
que celle en è, qui indique les relations de i avec les 
mêmes fonctions P, , P,, Pi. De plus, a étant une 
racine inconniie de la propoée, l'équation indicateur 
des relations de a avec P, , P,, P,, devait être iden- 
tique avec la proposée qui exprime la relation d'une 
racine quelconque x avec les mêmes coefficients. 
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Des diviseun d'un degré supérieur au premier 



Sa. X o c T polynûms du degré m de la forme x™-^ 
V, a^~'-\- etc. , pouvant être réduit à zéro par les n 
hypothèses i 
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est divisible par chacun des binômes x — «, x — a", 
a: — a'", etc., tour-à-totir. Ces mêmes binômes sont 
aussi les facteurs du polynôme, c'est-à-dire, que leur 
produit est identique avec :r"'+ P, a:""'' + etc. 

De la divisibilité par (x — a), {x — a"), {x — a"-'), 
etc., résulte la divisibilité par [x — a) {x — a"), (x — a) 
{x — *î"')j etc., c'est-à-dire, par tous les produits 
deux à deux. Or, le nombre de ces produits deux à 



deux est - 



il. 






; donc tout poljaàine du degré m 
diviseurs alternatifs du deuxième 



On verrait avec une égale facilité que le nombre 
des diviseurs alternatifs du troisième degré est 



qu'en général , celui des diviseurs alternatifs du de- 
gré « est 



=■ 3 {n- 



-i)n 



53. Si l'on pouvait parvenir à trouver un diviseur 
du second ou du troisième degré du premier membre 
d'une éqiiation quelconque, il en résuiierait évidem- 
ment un moyen de résolution. Mais les diviseurs du 
second degré du polynôme .ï;"'+P, x'"~''\- etc., étant 
tous de la forme x''-^gx + k, et leur nombre étant 

désigné par — ^ ~ , on doit pouvoir trouver 

— i valetirs pour chacun des coëfEcients g et h. 

Donc chacun d'eux doit être donné par une équation 
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du degi 
du desré m. 



(»-.) 



indis que la proposée n'est que 



Par une raison sepiblable, les coëfBcients indéter- 
minés ^', A', k' du diviseur général du troisième 
degré devraient être donnes chacun par une équa- 
tion du degré — '-— ^ ; en un mot, chacun 

" a . 3 

des coefficients du diviseur général du degré n serait 
donné par une équation du degré 



I 



54- Soit ^'"+P,^'"~' + elc.^^o, une équation 
du degré m, et soit représenté par x''+«-^"~' + 
bx''~^ + etc. , un polynôme du degré /( pour lequel 
on se propose de trouver les diverses valeurs de a,b, 
c, etc., propres à rendre la division possible. Puisque 
x"-\- ax''~'-\-bx''~'^-^ttc. doit diviser exactement le 
premier polynôme , il s'agit de cbercher la condi- 
tion de laquelle dépend l'eitactitude de cette division. 
Or, si l'on effectue l'opération, et qu'on la continue 
jusqu'à ce que l'on ait obtenu un reste dans lequel 
le plus haut exposant de a: soit <n, la condition de 
laquelle dépendra la possibilité de la division , sera la 
nullité du reste; et comme, en outre, le polynôme 
0^"+... etc., doit diviser j:'"4-.,, etc. , sans qu'il soit 
besoin de donner aucune valeur à x, il faudra que 
ce reste soit nul, quel que soit x. On devra donc 
égaler à zéro chacun des coefficients de :r ; et cela 
fournira n équations pour calculer les ti inconnues 
a, b, c, etc. En effet, le plus haut exposant de x 
étant n, le reste sera du degré (ra — i), vu que les 
nombre»^,,/),, etc., ne pouvant pas être détruits par les 
quantités littérales qu'amèneront les divisions succès- 
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isives , aucune de ces divisions ne peut être accoihpa- 
gnée de réductions qui abaissent le degré de deux 
unités à-la-fois. Le reste sera donc un polynôme 
coiïiplet du degré (/i— i), dont le premier terme ne 
pourra pas avoir Funité pour coefficient, et qui con^ 
séquemment contiendra n coéiBcients , lesquels étant 
égalés à zéro, fourniront n équations. 

Soit, par exemple, Téquation 

dont il s'agit de trouver les diviseurs du second degré. 
On fera la division suivante : 



X 



+ 5j:' — 2^+4 ix'-\-ax-\-h 



ax* — hx \x-\-[^ — a). 



t^^M^mm^^ 



i*^ reste- ••• (5 — d)x^ — (a+6)j: + 4 

— (5a — a^)x — (5 6 — ab) 



.2* reste (a^ — Sa — b — 2).r-|-(aô — 5è-|-4). 

Posant ensuite 

a^ — 5a — b — a^ii^o, et ab — 5^ + 4 = ^9 
on déduira de la dernière 

Substituant cette valeur dans la première 

w 4o i6 ^ 2o - 
25 r+"ir — ^^+7 *— '2z=o, 

doii .... Â^+2Â*+2oi — i6 = o, 
équation quil s'agirait de résoudre pour obtenir les 
— - — , ou 3 valeurs de i, qui, substituées dans l'équa- 
tion a= 5 — T, fourniraient les trqis valeurs de a. 

à 



, puisque les 
croissant jusqu'au terme 
les moyens si m est im- 
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54. Il est aisé (le reconnaîfie encore i'însufËsance 
de cette mélhoJe, pour la rësolution des équations; 
car on sait assez, par la formule du binôme, que le 
nombre des produits de n lettres i'ournis par m lettres , 
est toujours au moins aussi grand que 
coëfficienis successifs vont 
du milieu, ou aux deux t 

pair, et décroissent ensuite de la même manière. U 
est facile d'ailleurs de prouver directement que 

"^(^-') [rn-jn-i]] 

1.3.3 n 

ne saurait être <m, tant que l'on suppose n<m. 

55. La méthode des coefficients indéterminés s'ap- 
plique également à la même recherche. Soil en effet 

j-'+/'J-^+5^^+W+j.r+/=(.)7''+(Li:'+6.r+c]{.r'+A.r+B) 

a, b^ c, représentant les coëfEcients inconnus du di- 
viseur général du troisième degré que l'on cherche; 
A , B représentant les coefficients du facteur du 
deuxième degré que l'on obtiendrait pour quotient. 
On aura, en effectuant la multiplication ^ 

I 3T'+Jïj'+îJ:'+rj^'+.rx+/=j-' + fl/.ri-f-ê r-E^ + c z^' + Acia; 
+aJ +Aa? +Ai| +B&J 
' +B ' +Ba( 

Les coefficients indéterminés o, A, p, A, B, doivent 
être propres à vérifier les relations 

a+ A =p^ 

^ + Afl H- B :^ y, 



ce qui fournit cinq équations pour cinq 



inconnues. 



r 



Cette métliotte, appliquée à rcquation ar^-i-px-^- 
ç^o, lorsque l'on se propose de trouver te Jivîseiir 
général du deuxième degré, 'conduit à la relation 

A' + ^A+ q ^ o, 
après avoir posi; 

x'+px + q = {x^-^Ax-\-B} (,r-hà}. 

Pour montrer à ijuoi tient ce résultat, il faut obsei- 
ver que la somme des racines de lii proposée est 
égale à zéro. Donc, l'une quelconque des racines doit 
valoir la somme des deux autres, prises en signes 
contraires ; donc. A, qui doit représenter la somme 
de deux racines quelconques prises en signes con- 
traires, est aussi égal à une racine quelconque. Et 
en effet , on trouve A — = 0; car la multiplication 
donne A— a pour coefficient de x'. Donc, A doit 
être donné par une équation identique avec la pro- 
posée. 

11 est visible, d'après cela, que le procédé de lit 
division conduirait au même résultat. 
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De l'cvanouisscment de certains termrs flans une 
équation. 

56. X*AiRE évanouir un terme dans \u\e équation, 
revient évidemment à transformer cette équation en 
une autre dans laquelle la fonction des racines que 
représente ce coëJïicient soit égale à zéro. Ainsi, la 
règle du n" 3o conduira toujours ù la résolution d'une 
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question de ce genre, lorsque cette question ne ser^.. 

pas impossible. 

Proposons- nous pour premier exemple de trans- 
former l'équation 

y"+P,.r"~' + P„jr'^" + etc. +J>„=^6 

en une autre qui manque de second terme. On re- 
marquera que le coefficient de ce second terme n'est 
autre cliose que la somme des racines, eu égard à la 
valeur absolue seulement. Or, il est clair que si l'on 
diminue chaque racine d'une quantité constamment 
égale à la m*"« partie de la somme totale , cette somme 
sera annullée. D'où il résulte qu'il faut remplacer x 

p 
par X '-. Soit en effet 



une équation dans laquelle on ait 



o, 

m 

3 ^" I 



11 



La substitution de x ^ -w' ou a: + ^ 

lieu de x, donnera 

équation dont les racines sont 

"- C-T— J • "=*- C— 3-J ■ *='- C-3 
Si l'on fait la somme, on trouTera 

3a+3i + 3c— 3» — 34— 3<! 

3 =»• 

Sy. On emploie également à la résolution de cette 
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question la substitution d'une inconnue^, augmentëe 
d'une indéterminée z, en se réservant de fixer la va- 
leur de cettte indéterminée convenablement. Par là 
on obtient 

(.r+zr+P,Cr+'îr"+P.(.r+^)'^''+etc.+P™=o, 

et en développant chacun des termes, on a 

>n(m.-i /_/"""' -f«tc.+ a™ \ 



+P, 



+(;«-i)P,. 






posant mz + P, ^ o , on tirera z ^ ; 

dou j; = _/ — — . 

58. La généralité des raisonnements du n° 56" 
prouve qu'il est toujours possible de faire évanouir 
le second terme d'une équation , et le degré de l'équa- 
tion de condition mz + P^^=o répond parfaitement 
à cette possibilité constante. Mais lYvanouisseraent 
du troisième terme n'ofl'rc pas toujours l.i même faci- 
lité; car il dépendrait de la résolution de l'équation 
du second degré 



0. 



-{m 



i)P,s+P,=.o 



qui peut, dans certains cas, n'admettre que des ra- 
cines imaginaires. Alors, on ne saurait parvenir an 
but, sans introduire des termes imaginaires dans la 
transformée, ce que l'on doit éviter. D'autre part, si 
les racines de cette équation étaient réelles, on aurait 
deux moyens pour faire évanouir le troisième terme. 
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5g. La disparition du quatrième terme dépendrait 
de la résolution d'une équation du troisième degré, 
qui admet toujours au moins une racine réelle : mail 
le cas irréductible de ce degré laisserait souvent dans' 
l'impossibilité de la trouver. 

60. En général l'évanouissement d'un terme de 
rang pair d'une équation donnée, dépend de la réso- 
lution d'une équation conditionnelle de degré impEÙr, 
et par conséquent est toujours possible en lui-même;, 
tandis que celui d'un terme de rang impair peut être 
impossible, en tant qu'il peut n'être exécutable que 
par la substitution d'une expression de la forme 

61. Pour faire évanouir le dernier terme, il faudrait 
l'ésoudre l'équation 



:^"+P,î 



■' + P> s"""' H- etc. +P„ = o, 



qui est identiqueavec la proposée, et qui par conséquent 
admet les mêmes racines. Donc, si <z, a'\ a'"y etc., 
sont ces racines , les m valeurs qu'il faudra donner 
à z pour produire cet évanouissement, seront z^a, 
z::=a'\ etc., ce quel'on devait prévoir aisément; car 
le dernier terme de la transformée en j' est le produit 
des valeurs de jy: or, d'après l'équation de relation 
,r^^H-s, on a z:=ix — y^ et lorsque^^^o, coii>J 
dition nécessaire pour que le dernier terme de la 
transformée soit nul , il en résulte 3:=^ j:", c'est-à-dire, 
que l'équation propre à donner z doit être identique- 
ment la même que la proposée. 

62. On ne saurait faire évanouir deux ou plusieurs 
termes â-la-fois, que dans des cas particuliers qu'il 
est convenable d'examiner. 

Si l'on demande de transformer une équation dot> 
née 3;"*+ P,.r"~' -f-...etc. i:^ o, en une autre qui 

inque à-Ia-fois de, second et de troisième termie, il 
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Jfludra que l'on puisse remplir simultanément les 
conditions 



='+-P,s + 



:)P,s + P.= 
a P. _ 



La co-existence de ces deux équations exige que 

P 
la deuxième admette z-\ '- pour l'un de ses facteurs ; 

en sorte que si l'on désigne le second par z + K, on 
doit avoir T identité 






ou, en effectuant la multiplication 

îP, aP, l-f 

m m(OT — i) 

identité de laquelle résultent les égalités 
a P. ! 



(^ + k).+Î£, 



i^ = ^ + K, 



p, 




De la première on déduit K ^ — , valeur qui , subs* 
tituce dans la seconde, donne 

aP, P,' aP, P,' 

ou enfin, 2m'P,= {m—i)P;. 

Telle est la relation qui doit exister entre les coefS- 
lients P, et P., pour que la disparition simultanée 
des deux termes cités soit possible. 

L'équation ^'4-4-^ + 4^o dans laquelle P,=::4, 
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Quelques théorèmes et remarques utiles daiis la 
résolution des équations num.ériques. 

64- J. I. a été démontré, n° Sa , que si deux nombres 
substitués dans une équation ar^ + P, j;"*"' + etc. 
+ Pm ■= o , donnent des résultats de signes contraires , 
il existe au moins une racine réelle comprise entre 
ces deux nombres. Mais nous n'avons rien précisé sur 
la quantité de ces racines , parce que cela n'était point 
nécessaire pour l'exposition des principes relatifs à la 
composition des équations. Nous allons revenir sur 
cet article, el faire connaître plusieurs faits (jue nous 
adrons occasion d'appliquer dans la recherche des 
racines incommensurables d'une équation numérique. 

65. SU existe une racine unique a entra deux 
nombres N eî N', ces deux nombres donneront des. 
résultats de signes contraires. 

Eu effet, si a, b, c, d, etc., sont tes racines réelles, 
on pourra mettre l'équation sous la forme 

{x — a) {x — b) [x — c) [x- — 1^) etc. P = oj 

P étant le facteur qui n'admet que des racines ima- 
ginaires , si toutefois il en existe dans l'équation. 
Gela posé, les substitutions donneront 

{IV — a) (N — ^) {N — c) (N — ^).... P.^R 
fN'— a) |^"_^)(N' — c) (N' — ^).... P„ = R'i 

or, si a est compris entre N et K', les deux facteurs 
(N — a) et (N' — à) seront de signes contraires, quels 
que soient d'ailleurs les signes des quantités N,H' 
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el a ' c'est un fait dont il est aisé de se convaincre , 
en laisaitï attention toutefois que a ne peut point 
être positif lorsque les deux nombres N et N' sont 
négatifs, et qu'd ne peut point être négatif lorsque 
N et N' sont positifs, puisque dès-lors il ne serait 
pas compris entre N et N'. En second lieu , deux 
facteurs quelconques (N — b) et (N' — b) correspon- 
dants à une même racine autre que a, seront on 
positifs ou négatifs en même temps, puisque s'ils 
avaient des signes contraires , ce serait une pi-euve 
qu'il y a une seconde laciiie b comprise entre ce» 
deux nombres. 

Ainsi, les produits (N-«) (N-A) (N-*) (N-rf) etc., 
(N'-a) (N'-*) (N'-c) (N'-rf) etc., des facteurs cor- 
respbndants aux racines réelles seront afliectés de 
signes différents. D'autre part, on sait qu'un polynôme 
P qui n'admet point do racines léelles ne peut jamais 
donner deux résultais numériques de signes contraires, 
quelque nombre que l'on y substitue, n" 38, Donc, 
les résultats déCnitiis R et R' seront de signes con- 
traires. 

66. S'il existe un nombre impair quelconque de ra- 
cines entre N et JN^'j les substitutions de ces nombres N 
et N' donneront des résultats de signes contraires. 

La démonstration est absolument la même que pour 
le cas où il n'y a qu'une racine , attendu que l'on 
aura alors un nombre impair de facteurs tels que 
(Ji — a), (N — b), (N— c), etc., dont les signes seront 
opposés à ceux de leurs correspondants ( N'— o} , 
(N'— à), (N'— cj, etc. 

67. On prouvera de la même manière encore, 1° que 
s'il existe deux ou un nombre pair de racines entre 
N eï N', les^résultats de substàution seront de même 
signe; 2" que s'il n'jf a pas de racines comprises entre 

f N', ces résultats seront aussi de même signe. Pour 
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cela, il suffira d'observer que dans le premier cas, 

nombre des facteurs (N— «), {N— è), etc. qui auront 

des signes opposés à ceux de leurs correspondants , ser» 

pair; et que dans le second cas, chacun des facteun 

(]V — a), (]V— 3), etc., aura le même signe que son 

corresponda: 

JjC deuxième de ces dem faits résulte d'ailleun 
immédiatement de ce que, si les deux nombres Pf 
et N' donnaient des résultats de signes contraires, ii 
y aurait une racine comprise entre ces deux nombres, 

68. On pourrait en quelque sorte lire ces principes 
sur une figure de géométrie , comprenant deux axes 
de co-ordonnées et la courbe dont lequalion serait 
de la forme ^^^r^ + P, x'"~' -+- etc. On verrait que 
l'ordonnée _j- change de signe lorsqu'elle passe un 
nombre impair de fois par zéro, et qu'elle conserve 
son signe lorsqu'elle y passe un nombre pair de foi», 
Cette courbe jouirait aussi de la propriété de ne poit- 
voir plus couper l'axe des a-, à droite et à gauche de 
celui des j^, dès l'instant où les valeurs attribuées à x, 
soit positives, soit négatives, rendraient le premiw 
terme plus grand que la somme de tous les autres; 
ce qui est une conséquence de la théorie des limites. 

69. Revenons à présent sur cette théorie des limites, 
et proposons-nous d'abord d'assigner une limite su- 
périeure des racines positives, qui soit moins consi- 
dérable que le plus grand coefficient de l'équation 
augmenté de l'unité. 

A cet effet , nous rappellerons que nous avons 
cherché, n" 34, un nombre qui rendît le premier 
terme plus grand que la somme de tous les autres. 
Mais il est aisé de voir qu'un nombre qui rendrait le 
premier terme plus grand que la somftie des termes 
négatifs , serait plus considérable que toute racine 
positive; car la sidïstitution de ce nombre donnerait 



TRorsiÈMF p&nTiE. 67 

un résultat positif, et il en serait de niiîine, a fortiori, 
de tout nombre plus grand que celui-là. 11 suffît donc 
de cherchei- un nonibie qui rende le premier terme 
plus grand que la somme des termes négatifs. Or, on 
se placera évidemment dans l'iiypothèse la plus défa- 
vorable , en supposant que tous les coefficients, de 
l'équation soient remplacés par le plus grand des coef- 
ficients négatifs; car, on donnera à la somme des 
termes négatifs la plus grande valeur qu'elle puisse 
avoir. Ainsi, la question est ramenée à chercher un 
nombre qui rende a/" > Njt""^' + ftV""'-}- etc. -f-N, 
N étant ce plus grand coëfCcient négatif. On voit 
qu'ici N occupe la place de C dans le n" 34 , et par 
conséquent, si l'on suit la même marche de calcul, 
on trouvera N + 1 au lieu de C + i . Le plus grand 
coefficient négatif ,, pris positivement et augmenté d» 
P unité , est donc une limite supérieure des racines 
positives. 

On conçoit que ceue limite est quelquefois la même 
que la première; mais il arrive souvent qu'elle est 
bien moins considérable. 

yo. Le nombre Nh-i, pris négativement, ne serait 
pas toujours comme — (C + i) , une limite supérieure 
des racines négatives ; car il ne rend pas toujours le 
premier terme plus grand que la somme des termes 
de signes contraires à ce premier ternie, ni même que 
chacun d'eux. On peut donc, en substituant — (N+t), 
obtenir un résultat de signe contraire au premier terme 
( — (N+i))"'; et comme il est des nombres plus 
. grands , tels que — (C + 1) , — (C + 2) , etc. qui don- 
.Bflraient des résultats de même signe que le premier 
.terme; il y aurait alors une racine négative comprise 
entre — (\+i) et — (C + i). 

71. Soit proposa à présent de déterminer une quan- 
^^^^^^^^■■^■l^i^ -^ 
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tité moindre que toute racine positi'je (Vane équation^ 
ou autrement une liinitc inférieure des racines positives. 

Il suffira de changer l'équation proposée en une 
autre dont les racines soient inverses , c'est-à-dire , de 

remplacer a: par -, et ~ sera moindre que toute: 

racine positive de la proposée, si L est plus grand 
que toute racine positive de la transfoiniée , comme 

on le voit aisément par la relation ;r =^ -. 

J 
Mais on peut reconnaître quelle est la compositioB 
de cette limite inférieure en fonction des coéfScienU 
de lequaiijan proposée, et éviter par là de recourir i 
la transformée poux la déterminer. En effet, soient If 
le plus grand des cotfficients négatifs et P le plus 
grand des coefficients positifs de l'équation , cetta 
équation sera dès-lors 

jc" +Pj;'"~^.... — Nar":-' +t=o. 

Si l'on y remplace x par -, on aura la transformée 
I P N 

Multipliant par^™, divisant par f , et ordonnant par 
rapport aux puissances descendantes de_/, 

N ^ P , I 

y — ~~tJ — -+*x-^ "•"? = 

Les coefficients de cette transformée sont des fractioiil 
dont le dénominateur commun est ï, et dont les nu- 
mérateurs sont précisément les coefficients de la pro 
posée. Aitisi, le plus gi-and des coefficients négatif i 

N P 
de cette transformée sera — ou —, selon que t sera 
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positif OU négatif. Dans le premier cas, la limite su- 
périeure des racines positives sera 

^ N N-t-t 



et dans le second cas on aura 



d'où il résulte que la limite inférieure des 

positives de la proposée sera ^j^ ou = , selon 

que le dernier terme sera positif ou négatif. Ainsi, 
on peut prendre pour limite inférieuje des racines 
positives d'une équation , une fraction dont le numé- 
rateur est le dernier terme , et dont le dénominateur 
est le dernier terme augmenté du plus grand des coèfji- 
cients de signes contraires au sien. 

72. Pour obtenir une quantité plus grande que 
toute racine négative , on changerait les signes des 
termes affectés de puissances impaires, et on ajoute- 
rait l'unité au plus grand des coefficients négatifs que 
l'on aurait alors: ce nombre, pris positivement, serait 
plus grand que toute racine positive de la transfor- 
mée; et, pris avec le signe ■ — -, il serait une limite 
supérieure des racines négatives de la proposée , puis- 
qu eu changeant les signes des termes affectés d'expo- 
sants impairs , on a changé les signes des racines. 

De même , on obtiendrait une limite inférieure 
des racines négatives de la proposée, en changeant 
les signes des termes affectés d'exposants impairs, et 
prenant avec le signe — la limite inférieure des racines 
positives de la transformée, 

^3. Je ferai ici une observation sur la nature du 
procédé employé pour -découvrir les limites supé- 
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rieures (C + i) et (N+i). En nous plaçant daiir 
l'hypothèse la plus défavorable, nous avons simplifié 
la formule qu'il fallait soumettre au calcul, et nous 
s fait disparaître des quantités qui se seraient 
opposées à toute réduction. Nous avons ramené une 
question qui semblait devoir renfermer une foule do 
cas particuliers à une question simple et en quelijue 
sorte indécomposable. Cette marche mérite que l'on 
y prête attention : elle sert à résoudre un grand 
nombre de questions semblables , en réunissant toàtes* 
les ressources de l'analyse sur un seul point j atissi. 
réussit-elle presque toujours. 

74- M. de La Grange a donné un autre moyen Sk 
parvenir à la limite supérieure de toutes les racines: 
il est fondé sur un mode de décomposition d'autant 
plus élégante qu'elle est plus simple. 

Il est clair, comme nous l'avons déjà dit, que si «ir 
nombre K , substitué dans une équation , rend le pre- 
mier terme plus grand que la somme do tous le» 
autres , il sera plus grand que toute racine. Soit 
donc K un nombre qui jouisse de cette propriété, dO 
2 que l'on ait 

" > P, K*"^' + P„ K"*-' + etc. + P„. 

Il s'agit de déterminer K en fonction des coëfficiraits:' 
à cet effet, nous observerons que l'on a les égalités 

K'" = K.K'"-' = (K — i)K'^'+K'^', 
K"-._K . K'^'.^(K— i) K"^" + K-"-^, 



K^ = K.K"— (K — i)K' + K% 
K' = K.K=(K — i)K +K, 



K'"=(K-i)K'"-'+(K-r)K'^V€U:. H-(K-i)K+K. 
Le développement total devient donc 
(T)....(K-i)K'^'+(K-i)K'»-^+etc. +CK-i)K+K 
+ P,R'^' + P„K'"-' + ctc. +P«_,K+P«. 

Pour que le premier terme de l'équation, c'est-à-dire, 
la partie disposée dans la ligne supérieure , surpasse 
la somme de tous les autres, il suffît évidemment que 
(K — i) soit égal au plus grand des coefficients P,, 
P„, etc., c'est-à-dire, que R soit égal au plus grand 
de ces coefficients, augmenté de l'unité. 

Mais on verra , comme dans le premier procédé, 
qu'il suffit de prendre K égal au plus grand coeffi- 
cient négatif augmenté de l'unité , si l'on ne veut avoir 
qu*un nombre qui surpasse toute racine positive ; car, 
quoique l'on ne puisse plus dire alors que (fC — i) 
surpasse Pn, si Pn est un des coefficients positifs, on 
n'en sera pas moins certain que (K— i) + P„ est une 
quantité positive j et comme d'ailleurs (K — i)-)- Pr 
sera nécessairement positif si Pr est un coefficient né- 
gatif, puisque(K^i) est >Pr, ou au moins ^al 
à Pr, il en faut conclure que le résultat de la substi- 
tution sera encore positif, et que tout nombre plus 
grand que K donnerait un résultat positif à plus forte 
raison . 

Cette démonstratiqn offre un avantage que n'a pas 
la première : c'est de fai^e voir pourquoi l'on obtient 
l'unité pour résultat, lorsque tous les coefficients sont 
égaux et négatifs, et que l'on substitue l'un de ces 
coefficients pris positivement et augmenté de l'unité. 
Il suffit pour cela d'examiner le développement (T): 
on voit que tous les termes affectés de .t ont alors 
zéro pour coefficient, et que le dernier terme se lé- 
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duit à l'unité. On voit aussi que si l'équatioû avaî 
une toute uuire forme, on ne parviendrait au mêma: 
résultat que dans des cas très-particuliers. 

75. M. de La Grange a donné une autre limite de«. 
racines positives qui est, dans un grand nombre dS' 
cas , beaucoup moins considérable que celles dont 
nous avons parlé. Cette limite est l'unité augmentés 
de la racine du plus grand coefficient négatif, tCtm 
degré marqué par le nombre des termes qui précédera 
le premier des coefficients négatifs. Soit en effet 



. + Nx""-" + Qa/"-' 



. +Vz=0, 



une équation dans laquelle N est le premier des coef- 
ficients négatifs, que je suppose être précédé par n 
termes affectés du signe -H- Cherchons à déterminer 
un nombre K qui rende le premier terme plus grand 
que la somme des termes négatifs , çl pour noui 
placer dans l'hypothèse la plus défavorable , suppo-' 
sons que tous les coëfËcients, à partir de N, soient 
précédés du signé — et remplacés par le plus gi 
de tous les coefficients négatifs que nous représente- 
rons par S; alors, le résultat de la substitution du 
nombre K sera 

(T).... K" + etc.... — S {K'^''+ K'"-'-'+ etc. + 1) , 
mais on a 

K"'=^(K-z)K'"-+(K-r)K'^^+etc. +(K-i)R-i-K, 
comme on l'a vu plus haut. De plus, 




(K— r) K'"-:^ (K_i) K"- K"-", 
(K— i) K'"^^: (K— i) K"-' K"^"- 



i 
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Donc, le premier terme K" du développe ment (T) 
revient à 

(K-i) K"-' K™-"+ (K-i)K''-K'"-''-' + etc. +(K}, 
et le développement (T) devient lui-même 
(K-i) K"- K'"~"+ (K-i) K"-' K"-"-' + etc. +K 
— SK."-"— SK"^— — eic —S. 

(jx, pour que le premier terme, c'esl-à-dîre le nombre 
exprimé par la ligne supérieurp de ce résultat, de- 
Tienne plus grand que la somme des termes négatifs, 
il suffit que l'on ait (K — i) K"~'>S; mais cette 
condition sera certainement satisfaite, si l'on prend 

(K— (K— i)'-' = S, c'est-à-dire, K — i = V^S, 

et par conséquenlK.;=i-|-v S, comme tiouâ l'avions 



76. On peut démontrer ce principe d'une manière 
semblable à celle du n" 34- H faut que le nombre K 
satisfasse à lu condition 

K™>SK"'-" + SK'"-"— + etc.... +5, 
S représentant le plus grand des coefficients négatifs, 
et « le I ombre des termes qui précèdent le premier 
de ces. coefficients : or, cette inégalité revient à 

ou bien à 

(K — r) K'">SK'^'-''— S, 
ou bien encore k 

(K — 1) K''-'>S — j^s4î^,, 
mais cette condition sera évidemment satisfaite si l'on 



prend 



rK-i)K''->S; 
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cette dernière enfin le sera elle-même, si Ton prend 

(K-i)(K-ir-^ = S, 

cest-à^lire, (K— i)'*=S, 

ce qui donne 

(K — i) = V^S^ouK=i + V^S. 

^^. Ces notions sont suffisantes pour la résolution 
des équations numériques : ainsi , nous allons nous 
occuper de ce problème général. 

Mais pour le prendre dans le sens le plus étendu, 
nous parlerons d'abord de l'élimination, qui est l'opé- 
ration par laquelle on fait dépendre la résolution dé 
plusieurs équations à plusieurs inconnues de celle 
d un pareil nombre d'équations dont chacun ne ren- 
ferme pkis qu'une seule inconnue. 

DIXIÈME LEÇON. 

Sur les jnoyens de composer des équations a plusieurs 
Hru^iiàuies qui admettent des systèmes de valeurs 
donnés. 

78. JLiE degré dune équation à plusieurs inconnues 
étant donné, on pourra composer une équation nu- 
mérique de ce degré , qu? soit susceptible d être satis- 
faite par autant de collections de valeurs de ces 
diverses inconnues , qu'il y aura de termes dans cette 
équation , le premier excepté. 

C'est ainsi que Ton peut composer une équation du 
premier degré à deux inconnues ^ et^, qui soit sus- 
ceptible d'être, satisfaite par deux couples .3?=: a, 
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jy=S,a:^a.',j'^S', parce que cette équation ren- 
ferme trois termes^, ax, b; et par conséquent deux 
coefficients a et i que l'on peut déterminer chacun 
par la condition qu'un couple donné satisfasse à cette 
équation . De même dans une équation du degré m à 
deux inconnues, de la forme 



Chacun des coefficients a , b, c, d^f, etc., pourra 
être déterminé , d'après la condition qu'un couple 
x^oi,y^Ç, rende le premier membre égal au se- 
cond. Car chaque couple fournira une équation telle 
que a'"-(-{a + ^ê)a"'~'+, etc.^o, entre les nom- 
bres donnés a, ê, et les coefficients indéterminés 
a, b, c, etc. : 'si donc on se donne autant de couples 
qu'il v a de coefficients , le nombre des équations 
sera le même que celui des inconnues a, i, c^ etc.; 
et comme chacune de ces inconnues n'est élevée, 
dans les diverses équations, qu'à la première puis- 
sance, on pourra aisément trouver la valeur de cha- 
cune d'elles. Substituant ensuite ces diverses valeurs 
dans l'équation générale 

a:"'-\~ ia-{- bjr^ x'"~'+ ^ etc. ^o, 

on aura l'équation particulière qui doit être satisfaite 
par les couples donnés. 

79. Le nombre des coefficients qui entrent dans 
l'équation j;"'+ (a+i_}-).r"''~'H-, etc. =;o, étant égal 
à la somme des termes de la progression arithmé- 
tique 2.3.4- ^tc, ... (m + '), il faut en conclure que 
le nombre des couples de valeurs de x et ^, dont on 
|>eut disposer dans cette équation , est 

- , ,,*« , , ,. m' -(-3 ni 
j_2 + (ffi + ijj- , cest-a-dire, , 




I 
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expression dont la valeur devient égale à 5 dans le 
cas de l'équation du deuxième degré à deux in- 
connues. 

Le raisonnement que nous venons de iaire sas 
l'équation générale du degré m à deux inconnues, 
serait applicable it IVquation du degré m à n incon- 
nues , ce qui légitime la généralité de l'énoncé ci-dessus. 

80. Il est visible que l'on ne pourra pas se donner 
au hasard plus de couples de valeurs qu'il n'entre de 
coefficients k déterminer dans l'équation du degré 
que l'on veut former, parce que l'on retomberait de»- 
lors sur le cas où l'on a plus d'équations que d'in- 
connues. Mais il est aisé de concevoir aussi que toute 
équation à deux inconnues pouvant, par sa nature 
même, admettre une infinité de couples de valeurs, 
il existe un nombre infini de ces couples dont la 
substitution dans l'équation .r"+ (n-|- ijr)y"~'-f-, 
etc.irao, conduirait à des équations auxquelles les 



valeurs de a, t/, c, etc., déduites des ■ 



mières équations, satisferaient nécessairement. 
81. On pourrait choisir des couples tels que 

^-— g' jr=^& ' j—ë ' 

dans lesquels j- a constamment la même valeur. Mais 
le nombre des couples de cette espèce ne saurait sur- 
passer le degré de l'équation ; car dès que l'on a- 
remplacé y par 6 , cette équation ne contient plus 
qu'une seule inconnue , elle ne peut donc admettre 
qu'autant de valeurs de x corfespondanles à_^^6 
qu'il y a d'unités dans l'exposant de son degré. Les 
autres couples, à partir du (m4- 1)'"", devront donc 
renfermer des valeurs de j^ différentes de ê. C'est 
ainsi, par exemple, que dans l'équation du premier 
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! il ne peut point y avoir deux valeurs tie y 
ii différentes accouplées à une même valeur de x\ que 
dans l'equatlon du second degré il ne peut point y 
avoir trois valeurs de y accouplées à une même va- 
leur de X , etc. , etc. Ces vérités s'expliquent très- 
simplement par des considérations géoni étriqués, 

82. Il sera toujours possible de composer deux 
équations qui admettent un certain nombre de couples 
communs ; mais si l'on veut que ces équations soient 
du même degré, il faudra que ce nombre soit moindre 
que celui des coefficients de l'équation complète ^"-f- 
(a + 4/}'^"' ' + 1 etc.=:o, de ce degré; car autre- 
ment elles seraient identiques. Si les deux équations 
doivent être de degrés différents , on pouira toujours 
leur donner autant de couples communs qu'il entre 
de coefficients à déterminer dans l'équation la moins 
élevée. Rien n'empêchera même de leur en donner 
un plus grand nombre; car si l'on commence par 
former la moins élevée, et qu'ensuite on en tire un 
couple x-^h^ ^^^=^1 autre que ceux qui ont con- 
couru à sa composition , il sera permis de prendre ce 
couple pour l'un de ceux qui doivent entrer dans la 
composition de l'équation la plus élevée. On peut 
aussi composer la plus élevée en multipliant la pre- 
mière par un facteur arbitraire , alors elles admettront 
une infinité de couples communs. 

83. Si deux équations sont composées de manière 
à n'avoir aucun couple commun, elles seront contra- 

■ dictoires , et ne seront jamais susceptibles d'être satis- 
I &ites par une même valeur de x correspondante à 
F une même valeur de^. Donc, si l'on y remplaçait _;' 
par un nombre quelconque , les deux polynômes qui 
constitueraient les premiers membres, ne pourraient 
point acquérir de commun diviseur fonction de x, 
Vcomme cela arrive, au contraire, sur deux équations 



t 
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(jui ont des couples communs, lorsque l'on y rem- 
place y par une valeur comprise dans l'un de cei 
couples. 

S4- Observons encore que l'on peut composer deux 
équations qui admettent des systèmes tels que 



dans lesquels une même valeur de y se trouve ac- 
couplée tour-à-tour avec différentes valeurs de x. 
Dès-lors, si l'on y remplaçait y par ê, on trouvendt 
deux résultats, fonctions de x-^ qui auraient pour 
commun diviseur le produit {x — a) {x — a') {x — «") 
des facteurs correspondants aux diverses valeurs de 
X accouplées à la valeur y =^ ê. 11 faut cependant 
prendre garde que l'on ne peut pas accoupler une 
même valeur y=^Q avec un nombre de valeurs 
de œ plus grand que le degré de l'équation la moins 
élevée. 

85, Enfin on peut se proposer de composer une 
équation telle que, lorsqu'on y remplace^ par une 
valeur ê, le polynôme ç(^) qui en résulte sait divi- 
sible par un nombre N. Pour y parvenir , on rempla- 
cera d'abord y par ê dans l'équation formulaire 

A^" + (a + h') ■^"'~' + ic + dy +fy'') x'"-''+ , etc. ; 
et après avoir pris pour A un midtiple quelconque 
de N, on posera les équations conditionnelles 

fl+ie = NQ', 

etc., 

on se donnera arbitmirement les nombres Q', Q", etc. ; 
et comme ces équations sont en nombre ra, puisqu'il 
y a 7n termes dans l'équation formulaire, le premier 
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excepté, on pourra disposer d'autant de coefficients a, 

I it 11 ■ . 1 11 • '«'+ m , 
*, c, etc., quil y a d unîtes dans I excès — du 

nombre total de ces coefficients sur le 

a 

nombre m des équations. Il sera permis, par exemple, 

de se donner couples de valeurs de x et ^. 

Ainsi, la condition présente prdduit le même effet 
gue si l'on se donnait m couples de valeurs. 

86. Ce qui précède suffit pour sei-vir de notions 
préliminaires à l'élimination, et faire concevoir la 
composition des équations à plusieurs inconnues qui^ 
comme on le voit , ne résultent point de la multipli- 
cation des facteurs correspondants à leurs racines, 
ainsi que les équations à une seule inconnue. 

Passons au procédé de l'élimination entre deux 
équations et deux i 
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87. ooiEPîT F{j:,/)=o, F(x,y)^o, deux équa- 
tions à deux inconnues entre lesquelles il s'agisse 
d'éliminer x. Si l'on connaissait une valeur ^=t S 
qui fflt susceptible de s'accoupler avec une valeur 
:£=zx, ou avec plusieurs valeurs ^:i= a , ar^ot'i 
x=a", etc., ii est visible qu'en substituante au lieu 
dej-, on obtiendrait deux polynômes F(jr, ê) if^i ê), 
qui auraient pour commun diviseur le facteur (ar— a) , 
ou le produit {pc—a) (j:-— a'){^— a"), etc., des facteurs 
correspondants aux valeurs arz^oe, xr=ij! , etc., con- 
juguées àjj":^iê. Si donc, après cette substitution, 
on cherchait la commun diviseur par rapport à x -, 
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entre ces polynômes r(jr, é),/"{j:, É), on parvien- 
• drait à un reste (p(ê)^o (i). ÎSe connaissant aucund 
valeur dej^, on ne peut point faire celte substîtntioni 
Mais si l'on observe que ce qui a été dit sur ê aurait 
également lieu pour toute autre valeur ê', ou ê", e 
susceptible de s'accoupler avec une ou plusieurs va^. 
leurs successives de x, et que d'ailleurs, si au liei^ 
d'opérer sur les polynômes F (:r, é),y"( j:, ê), OU' 
opère sur les polynômes proposés ¥(^x,j-),J{x^jr) 
eux-mêmes, il n'y aura de dil'féience dans les calculs' 
et dans les résultats , qu'en ce que j- prendra par-_ 
tout la place de é ; on verra que Ion arriveiait à un' 
reste Ç(^')i lequel serait composé en_^ comme ç(6) 
devrait l'être en €, comme 9(ê') devrait l'être en ê', etc. j 
qu'en conséquence ce reste égalé à zéro fournirait' 
une équation qui aurait pour racines les valeuW ■ 
^=^ê, jr=6', etc., susceptibles de s'accoupler dans ' 
les proposées avec des valeurs de x communes. Si les 
équations primitives avaient été composées de manière 
qu'une certaine valeur _^=^ y mise dans leurs pre- 
miers membres , donnât pour résultats des expressions 
de la forme PxN.^xN, (N étant un nombre), l'équa- 
tion ç(_^)^o Fournirait aussi celte racine^/'^^v. En. 
général, elle admettra toutes. les valeurs dejy qui se- 
ront susceptibles de faire acquérir aux proposées un 
commun diviseur, soit fonction de .r, soit numérique: 
elle n en pourrait point admettre d'autres si la méthode 
que l'on suit n'obligeait pas à introduire dans les 
dividendes partiels des facteurs fonctions de j^ qjii 



( 1 ) Je suppose ici que l'on se contente d'indiquer lei> 
opérations qu'il y aurait à faire sur le nombre Ê dans la 
suite des calculs ; car , sans cfla , on Irtiuverail zéro , et 
non point une formule numérique î (S) égale à zéro. 
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peuvent se retrouver dans le reste final ; maïs comme 
cette circonstance se présente très-souvent , il n'esl 
pas permis de conclure que l'équation finale est 
exempte de toute racine étrang'ère. Noos reviendrons 
sur cet article dans une note mise à la fin de cette 
troisième partie- 
ls. Lorsque l'on a obtenu les diverses racines de 
l'ëquation Snale par les procédés que nous indique- 
rons plus loin , il est naturel de substituer tour-à-(our 
chacune de ces racines dans les d^x proposées, et 
de chercher le plus grand commun diviseur fonction 
de X entre les deux polynômes F(a:, €),^(x, ë) , 6 
^[ant la valeur de ^ substituée; on égalerait ensuite 
ce commun diviseur à zéro , s'il était réellement 
fonction de :r, et on en déduirait la valeur ou les 
valeurs de x corresi>ondantes kjr^ë. Si le commun, 
diviseur était purement numérique, ce qui peut arri- 
ver comme nous l'avons vu , on en conclurait que 
la valeur j-:^ë ne peut s'accoupler avec aucune va- 
leur de X propre à satisfaire aux deux équations 
proposées; mais qu'elle leur fait simplement acquérir 
un commun diviseur numérique. Le mode d'élimina- 
tion que nous venons d'expliquer évite cette secondai 
recherche de commun diviseur ; car lorsque le reste 
ç(_7-) est réduit à zéro, celui qui l'a précédé devient 
le commun diviseur dès que l'on y écrit la condi- 
tion j-^S qui a annullé !p(/)- Ainsi, au lieu de 
substituer dans les équations proposées, et de cher- 
cher ensuite le plus grand commun diviseur, on subs- 
tituera dans le reste qui précédera l'équation finale, 
et l'on obtiendra lie suite le plus grand commun di- 
viseur que puisse faire acquérii' aux proposées la subs- 
titution^=ê; ce qui est d'ailleurs facile à voir, en 
observant que si on recommençait les calculs après 




! chose ijue d* 
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celtç substitution , on ne ferait 
, remplacer partout^ par ê. 

89. On peut , par ce procédé , parvenir à quatr^; 
genres de résultats diflërents qu'il est bon d'exami*: 
lier. Supposons d'abord que le reste qui précèd« 
l'équation finale soii du premier degré par rapport 
à Xj c'est-à-dire, de la forme A^+B. La substitu- 
tion de ë au lieu de^ le transformera en A'j; + B', 
A' et B' étant des quantités connues. Or, il se pré- 
sente les quatre variétés suivantes : 

B' > ou < o B':=o B' > ou < o B'^o, 
A' > ou < o A' > ou < o A' = o A ' ^ o. 

En égalant le commun diviseur à zéro , on trouve 

généralement x^ j-; , valeur qui sera dans la 

quatre cas ci-dessus , 1° x^aj 2° a:^o;i° ^=ae; 

4" x^ -~. Dans le premier cas, ot sera la valeur coN.' 

respondante à^^ê, ainsi qu'on l'a démontré: en 
outre, elle sera la seule, car [x — a) sera le plus 
grand commun diviseur que la valeur ^^6 fasse 
acquérir aux proposées. On peut encore le démontrer 
ainsi qu'il suit ; toute autre valeur x^y ne pouvant 
point satisfaire à l'équation A'j?+B'^o, ne s'ac- 
corderait point avec les valeurs numériques A=\'f 
B=iB', ni par conséquent avec la valeur ^=6 rjià 
les a fournies. 

j)o. Dans le second cas, x:=o est la valeur corres- 
pondante à^:=;ë, et la seule. 

91. Dans le troisième cas, il faut conclure qu'a la 
valeur ^^ g, il ue con-espond aucune valeur de .a: 
pas même celle-ci , x::= t» , que semble donner l'équa- 
tion A'.ar+B';^o; car les proposées ne peuvent visi- 
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blement point ètie sallsfaites par ^= € et x^co, 
puisqu'une équation tle la fotme y^(jr)^o ne peut 
jamais admettre de racine plus grande que son plus 
grand coefficient augmenté de l'unité. Si l'on trouve 
ici la valeur ic^w, c'est parce que l'on pose une 
équation absurde en écrivant A'a:-HB'^o; car le 
terme A'cc est nul, et B' est un nombre qui ne peut 
égaler zéro. Ce nombre B' est lui-même le commun 
diviseur que la valeur ^^=ë fait acquérir aux pro- 
posées. Il faut observer que si l'équation finale était 
du premier degré, et ne comportait point en consé- 
quence d'autre racine que _j-:=zS, on serait en droit 
de conclure dans le cas présent que les équations 
proposées sont en opposition , vu qu'il n'y aurait 
point de couple de valeurs de xeiàçj- qui pût rem- 
plir en même temps les conditions de l'une et d» 
l'autre. C'est ce qui a iieu dans les deux équations 
xjy — r' — ,r — 1^=0, ^cj' — ■_»'' — 1:=:0, qui donnent 
.de suite pour équation finale — j'^o; et cette valetir 
de j-, mise dans xy — jr' — iz=o, conduit à oXx 

— I =o j d'où .r = j ou plutôt elle fournit — t 

pour commun diviseur correspondant ; et il est aisé 
de voir que les deux éi|uations données sont réelle- 
ment en contradiction. On serait autorisé à tirer la 
même conclusion si toutes les racines de l'équatioa 
finale introduisaient un commun diviseur numérique. 
Il est cependant à remarquer qu'un couple tel que 
r^ê, x-^^:.^ , sera quelque fois une véritable solu- 
tion de la question ; cela aurait lieu, par exemple, si 
jy étant un arc, x était sa tangente ou sa sécante. 
Ainsi, la conclusion dépendra toujours de la nature 
de la question. 

93. Enfin, dans la quatrième variété, c'est-à-dire, 
lorsque l'on trouve en même temps A'=:o, B';=o, 
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le reste A;i;+ B se réduisant à zéro par la seule liypo* 
thèse ^::=ë, quelle que soït d'ailleurs l'inconnue x; 
il en résulte que cette valeur jy^=S a donné aut 
proposées pour commun diviseur le reste qui précède 
Ax + B. Ce sera donc dans ce même reste précédent 
qu'il faudra substituer ^:=ë. Eg^alant ensuite le résul- 
tai à zéro , on en déduira un nombre de valeurs de x 
correspondantes, marqué par le degré de ce résidtal. 
Si ce dernier résultat était encore nul indépendam- 
ment de ,r, il faudrait recourir à celui qui le précé- 
derait immédiatement , et ainsi de suite. Il pourrait 
se faire que l'on fAt obligé de remonter ainsi juaqo'à 
la plus élevée en x des deux proposées ; mais si cellfr 
là même se réduit à zéro indépendamment de x, il 
faudra conclure qu'à la valeur ^=ê correspond un 
«ombre infini de valeurs de x. Les équations j-' — xf 
-i-j^^^=o, xy — ^=o, en ofïi-ent un exemple; lors- 
qu'on y fait^^o, elles sont satisfaites l'une et l'autre 
indépendamment de toute valeur de x. Le problém» 
est alors tout-à-fait indéterminé \ mais il ne faut tim 
cette conclusion que lorsqu'on a remonté jusqu'à la 
première équation. 

93. Nous ferons ici une observation importante. 
Quoique l'équation A'a:+B';^o donne x=z-^ lors- 
que B' et A' sont nuls , la valeur de x n'est pas 
indéterminée. L'indétermination règne dans l'équation 
A'3:r+B':^^o, parce que cette équation étant insuf- 
fisante pour donner les deux , trois , etc. , valeurs de 
qui correspondent à^=;ê, ne doit pas donner l'ui 
plutôt que l'autre , et manifeste son insuffisance pi 

le symbole - ; mais cette indétermination n'existe q 
pour elle et non pour les proposées. En général, il'l 



Bit bien faire attention que l'expression - ne prouve 
pas toujours une Indélermi nation réelle dans un pro- 
blème, mais souvent une inilécision de circonstance, 
attachée à l'état de ta question dans tel ou tel cas , et 
quelquefois aussi à un changement d'état de fonc- 
tion. On rencontra de fréquents exemples de ce der- 
r cas dans l'application de l'algèbre à la géométrie. 

L^. Si dans le reste du premier degré A^r + B, les 
ts A et B étaient numériques, ils TCmeure- 
raient invariables et constants pottr toutes les valeurs 
dejr. Ce cas répondrait à cehù oii la môme valeur 
de X doit être accouplée avec chacune de celles de^, 
et cette valeur est alors la seule que comportent les 



95. Si le pénultième reste était du deuxième degré 
par rapport à x , c'est-à-dire , de la forme aaf+ùx-^-c, 
la substitution ^3::^ 6 le changerait en a'x'+è'x+c', 
a', b', c', étant des nombres. En. posant a'a:^+è'x-\-c' 
= 0, on trouverait deux valeurs de x correspon- 
dantes à^^ë, et ces valeurs seraient les seules qui 
pussent lu^être accouplées, à moins que la substi- 
tution de ë ne donnât a'::=o, i'^=o, c' = o, auquel 
cas il y en aurait trois ou quatre , etc. Si a' seul était 

zéro , il n'y aurait qu'une seule valeur x :^ - — =-, 

correspondante kjf^S. 

96. Les réciproques de ces diverses propositions 
sont également faciles à saisir; je me bornerai à la 
suivante : ai à chacune des valeurs de^- doivent cor- 
respondre plusieurs valeurs dex, on ne poutTa point 
obtenir de reste du premier degré en x. En effet, 
a'tl y en avajt un, il faudrait que les coefficients A 
et fi fussent réduits, chacun séparément, à zéro, par 
les diverses valeurs _^;t::€ ,_;'^6', etc. qui satisfont 
k l'équation finale. Ces coefficients devraient donc 
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tous deux être des multiples du reste 6nal , ce qui 
est impossible j car, dans ce cas, les proposées ad- 
mettraient pour commun diviseur ce reste /(j-) , et 
Bt indéterminées par rapport à x; or, nous 
sommes ici dans une hypothèse contraire, puisque 
nous supposons qti'à chacune de ces mêmes valeurs 
de 7-, fournies par le mfme polynôme y (^j-) , il cor» 
respond un nombre déterminé de valeurs de .r, 

97, Il j^ a une simplification de calcul qu'il faut 
toujours faire lorsqu'elle se présente. Elle consbte à 
égaler séparément à zéro tout facteur fonction dej" 
qui se trouverait dans un des restes successifs foumid': 
par la recherche du commun diviseur ; à dédtxire les 
valeurs de^ qu'il comporte pour les substituer dana 
le reste précédent, afin d'en tirer les valeurs corres- 
pondantes de X. La raison de ce fait est facile à saisir, 
et l'on voit en outre que par ce moyen on diminue 
le degré de l'équation finale , en la résolvant en 
quelque sorte par parties, et la décomposant en fac- 
teurs. On continue ensuite Topération comme à Yot^ 
dinaire , après avoir supprimé toutefois le factfiuf ' 
commun. Il en serait de même dans le ciB où l'uns 
des proposées se décomposerait en facteurs. Il ^raié 
plus expédilif de traiter séparément chacun de ceS: 
facteurs avec l'autre équation. 

Réciproquement, si deux équations sont telles qu'à, 
une même valeur de^^- il doive correspondre plusieui» 
valeurs de x, trois, par exemple, le reste qui suivra 
le diviseur du troisième degré en x sera divisible paf 
le facteur correspondant à cette valeur de_^; car ce 
diviseur du troisième degré doit se transformer en' 
un diviseur commun aux deux proposées lorsqu'on y' 
remplace j' par la valeur dont il s'agit; or, il ne peu! 
devenir commun diviseur qu'autant que le reste qui' 
le suit est annuité : il faut donc que ce reste se ré- 
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duise à zéro par la substitution de la valeur de y. 
Cette remarque rendrait inutiles dans la pratique les 
conséquences exposées n" 9a , si l'on pouvait toujours 
apercevoir les facteurs en y d'un polynôme fonction 
de X et de y. Mais quelquefois ils échappent à l'ob- 
servation , et le calcul qu'il faudrait faire pour les 
trouver serait trop long. 

5(8. Si les proposées étaieat symméiriques par 
rapport aux deux inconnues , on serait assuré que 
les valeurs de x sont les mêmes que celles de y^ 
puisqu'il serait permis de changer x et j^ , et -vice 
versa, sans apporter aucune altération dans les équa- 
tions. Il suffirait donc alors de chei.'cher l'équation 
finale en jr ou en j- indifféremment , et si" elle don- 
nait les valeurs .r^a, x=al , etc., on conclurait 
que celles de^ sont les mêmes. Néanmoins, pour re- 
connaître comment ces valeurs sont accouplées , il 
faudrait faire une moitié des substitutions j le reste 
s'en déduirait aisément, car s'il y en^a un couple 
^=6, ^^a, il doit y en avoir un autre x=.^, 
j' — a. 

^^. Nous terminerons l'examen de ce premier cas 
de l'élimination en faisant remarquer une circons- 
tance de calcul d'après laquelle on pourrait considé- 
rer comme, couples convenables des systèmes de 
valeurs qui n'appartiendraient point aux équations 
proposées , et souvent en passer d'autres qui leur 
appartiendraient. 

Soit € une racine incommensurable de léquation 
finale ; généralement on ne pourra l'obtenir que par 
approximation. Supposons que cette racine ê <Ioive 
réduire à zéro le coefficient A de x dans le reste du 
premier degré en x, et qu'elle ne doive point y ré- 
duire le terme B indépendant de x : si, après avoir 
obtenu celte valeur de^ seulement par approximation, 



^ 
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on la substitue dans Aa:+ B, A ne sera pas toujours 
réduit à zéro , et l'on aura réellement une équation 
A'-r + B'^o qui fournira une Taleur de x que l'on 
considérerait comme étant conjuguée de ê , tandis 
que, dans l'hypothèse actuelle, il ne doit point y en 

Le moyen d'éviter cette erreur est de rechercher 
les racines incommensurables qui peuvent être com- 
munes à l'équaiion finale ify^o et à l'équation A=o, 
et ces racines seront données par l'équation D:^o, 
D étant le plus grand diviseur commun aux deux 
polynômes fj et A dégagés des facteurs, correspon- 
dants aux racines commensurables. 

En second lieu , si la racine 6 devait réduire A 
et B à zéro , il devrait y avoir plusieurs valeurs de x 
correspondantes à ^^^€, et cependant, comme la. 
substitution de cette valeur approchée de ê ne rédui- 
rait pas toujours A et B à léro , on serait porté à 
croire qu'il n'existe qu'une valeur de .r correspon- 
dante à cette valeur ^^6, Maïs on pourra toujoui*. 
reconnaître celles des valeurs de j qui sont dans cOi, 
cas, en égalant à zéro le plus grand diviseur commun 

ï polynômes ipr» A et B, dégagés des facteurs cor- 
respondants aux racines commensurables. L'équation 
que l'on obtiendra par ce moyen donnera toutes les 
valeurs incommensurables de ^ auxquelles il doit coi^ 
respondre plusieurs valeurs de x. 
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loo, llloTis avons supposé, dans tout ce qui précèi 
que le reste final était une fonction de^^ mais il peut 
aussi arriver que ce reste final soit numérique ou nul 
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de lui-même; il faut donc examiner tour-à-tour ces 
deux circonstances. 

loi. Si le leste final est numérique, les équations 
proposées ne pourront admettre aucun diviseur com- 
mun en X. Elles n'auront donc pas de valeurs de x 
et de y communes ; elles ne seront même pas de na- 
ture à admettre des valeurs de y qui leur fassent 
acquérir uu commun diviseur numérique , puisque 
ces valeurs , si elles existaient, seraient données par 
une fonction de^ que la méthode fournirait. Ainsi les 
équations n'auront rien de commun dans leur com- 
position. II y a donc deux indices différents auxquels 
on reconnaît qu'une question est impossible ; celui 
où chacune des valeurs de >- fournies par l'équation 
£n aie introduit dans les proposées un commun divi- 
seur numérique, n" gi ; et celui où le reste final est 
numérique, auquel cas il n'y a pas même de valeur 
de 7 susceptible de faire acquérir aux proposées un 
commun diviseur, soit fonction de :k, soit numérique. 
Néanmoins comme, dans ce cas là même, il pourrait 
y avoir des valeurs de x qui fussent susceptibles de 
faire acquérir aux propasées un commun diviseur 
numérique, il est clair que si on recommençait Tope- 
ration en ordonnant par rapport à r, on pourrait 
parvenir à un reste fonction de x ; mais comme ce 
reste, ég'alé à zéro, ne devrait donner que des valeurs 
de x qui jouissent de cette propriété , le reste précé- 
dent serait tel que la substitution de chacune de ces 
valeurs le rendrait numérique. 

roa. Si le reste final est nul de lui-même, les pro- 
posées ont pour commun diviseur celui qui le précède. 
^ (Voyons ce qui arrive alors. 

» Leséqua!ionsproposéesBdnt,danscecas,delaforme 

-j^ j. I D étant le plus grand commua diviseur. 
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Il peut se faire que l'on ait 

Dans les deux derniers cas , il devrait diviser tous 
les coefficients de jt; on le reconnaîtrait aisément, et 
on le supprimerait simplement s'il était numérique; 
mais s'il élait J'{j'), on l'égalerait à zéro pour en dé- 
duire des valeurs de^, qui satisferaient aux proposées 
indépendamment de touie valeur de x. On suppri- 
merait ensuite ce facteur dans les (ieux équations , et 
il resterait h traiter M=:o, N^o. 11 en serait de 
même si D étaity(j;). On trouverait ce commun divi- 
searjx en ordonnant par rapport à^,.et en cherchant 
le commun diviseur des coefficients. Lorsque D=^^), 
le prohtûnie est déterminé par rapport à^, et indé- 
terminé par rapport à jt. I.e contraire a lieu lorsque 
D est fonction de x. , 

ro3. Si D=/(j7,jr), les proposées M/{ar,^)=0| 
Nf{x,y)^o, seront satisfaites par la seule condition 
y"{:c,^)rr:o, qui admet une infinité découplés diffé- 
rents. Le problême est donc indéterminé par rapport 
aux deux inconnues à-k-fois. Néanmoins, on peut le 
considérer comme en partie déterminé dans ce sens, 
que pour satisfaire aux équations proposées il sulEfiC 
de remplir les conditions M=^o, N::=o; et quoiqae 
l'équation y(x,j-)=;o admette une infinité de couplei 
différents , il peut fort bien arriver qu'une valeur 
.r:^^» qui se trouve accouplée avec^=rê dans M=o 
et N;^o, ne puisse pas s'accoupler avec la même 
valeur ^^^ê dans y{j::,_7-) =; o; et comme c'est la 
couple des valeurs de x et de y qui constitue une 
solution , il en résulte que les équations M=o , N=o, 
peuvent comporter des solutions non admissibles par 
l'équation y(;c,_j-}ii=:o , quoique cette dernière eo 
admette une infinité. ■ ■ ■•■'•; ' ' 
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JB4- II y aurait encore une foule de rea^^"^^ 

'nculières à taire sur l'élimination. Mais si Ivi a 
bien conçu ce qui précède, aucune d'elles ne pourra 
offrir de difficultés. 

io5. Il nous reste à faire connaître une méthode, 
à l'aide de laquelle on compose quelquefois deux 
équations qui conduisent à une équation finale don- 
née, et (jui admettent un commun diviseur aussi donné. 

Soit proposé de composer deux équations qui con- 
duisent à F(^}::z:o pour équation anale, et qui 
admettent _f(-r^j) pour commun diviseur lorsque 
l'équation F(^) posera satisfaite. On formera deux po- 
lynômes P et^ qui ne puis.ient admettre aucune valeur 
de X commune, ni aucun diviseur numérique com- 
mun , quelque valeur de_^ qu'on y substitue ; on mul- 
tipliera ensuite cliacun de ces polynômes pary"(ar,^), 
et l'on ajoutera le polynôme F( r) à chaque produit; 
les deux résultats égalés à zéro seront deux équations 
de la forme 

ijui, lorsque la condition Ft/)^o sera remplie, 
admeitrpnt pour commun diviseur_/'(a7,^-). On peut se 
dispemer de multiplier y^(j:,^) par deux polynômes 



P c'tyj, et remp'a 



[■l'u 



y- Pi par exemple, par 



l'unité ou par tout autre nombre. 

io6. Dans le très-grand nombre d'observations 
qu'il y aurait à faire sur cette méthode, nous en dis- 
tinguerons une des plus importantes ; elle est relative 
à la nature des résuirots auxquels on peut souvent 
être conduit par l'élimination entre deux équations 
ainsi composées. Le reste final renfermera toujours 
jpolynômc donné F(_^) ; mais souvent ce polynôme y 

B multiplié par un facteur étranger que l'opération 



qui 
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\poIynômey(:r,^), il ne sera 
is celui qui précédera immé- 
; souvent il ne se trouvera 
ne resie , ou même dans ceux 
, Nous allons voir ce qui arrive 



alors et: pour. 

Soit propost par exemple, de former deux équa- 
tions qui conduisent au reste final _/' — i, et aa 
commun diviseur j;'+^j^+ i. On pourra composer 
ainsi ces équations : 

(a,'+^:c+i) {j' + a') + (jr' — i) = 0, 

(j^^+x) étant un facteur choisi arbitrairement. II est 
visible en effet que si la condition _7"' — 1:^0 était 
reniplie, (x'+j-x-i- i) deviendrait diviseur commun 
aux deux proposées. Or, si nous effectuons les cal- 
culs de r élimina lion , ainsi qu'il suit, 

-(.r'+J--^>+-t) {r+^)-(y-h^) (J- -1 ) I Cr'-Kr) 

-Cr'+."-0 Cr'-O. 

nous trouvons un premier reste — {^'+ ^ — i) {y — 1} , 
dans lequel entre le facteur (/' — j); en sorte que si 
ce facteur était égalé à zéro, le reste précédent qui 
se réduirait à (^^■'+^^4- ij^ deviendrait le commun 
diviseur. Ainsi les deux équations satisfont bien à la 
condition demandée. Mais si, continuant l'étimina- 
tion, on supprime le facteur j^' — 1 dans ce premier 
reste, et qu'on divise (^°+jrJ^H-i) + (y'' — i), c'eat- 
à-dire x'+jr^-^-y par —(j'-i-x—i), on* trouvera 
x^ H-^x +^' J — j:— O'— 1) 






~J-+{J-'—J~,I) 



+ir- 



■O'^+fr'— j) O'— .r— ï) 



ir'—-') ir"~-j—i)+r 
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autre resle final auquel correspond un autre coramun 
diviseur, en sorte que l'équation finale complète est 

Ilest aisé de voir à quoi tient cette particularité, 
M'ous avons bien écrit que les proposées devraient 
être satistaites par les conditions réunies, 

x'-hyx^ i:=o, 
mats nous n'avons point écrit qu'elles ne pouvaient 
pas être satisfaites par d'autres conditions. Or , ce 
sont ces autres conditions non écrites qui se mani- 
festent. En effet, si l'on se fonde sur ce principe que 
le dividende est égal au produit du diviseur par le 
quotient, plus le reste, on reconnaîtra que le pre- 
mier membre (x'-i-^x ■+- i)+ix' — *) ^^ ^'* deuxième 
ëquation est égal à l'expression 'n-:i' > 

[-^-o--i)) [-«+ o-rr-')]+ Cr'-i) (r^-')+y; 

forme sous laquelle on voit que si la condition 
(_/' — i) (/' — j — i)+^'=;o était satisfaite, ce pre- 
mier membre serait divisible par — ar — [y' — i) et 
par — x+ {y— y — i). De même le premier membre 
de la première équation peut être ainsi transformé : 

K^+/»+.) +(/-.)] {{x+^)-{f+a^,) xr--)], 

et si l'on y substituait au lieu dtf, (x^-^jx-\-i)-\- 
(y— i), sa valeur ci-dessus, ce premier membre pren- 
drait une forme sous laquelle on reconnaîtrait aisé- 
ment que si la condition {j-' — i) (/' — y — i) + 
jr':^Q était remplie, il deviendrait divisible par — x 
^ (y' — i) (i). Il ne le serait pas par — x -i~ 



(i) Je ne mets point ici le résultat, à cause de la diffi- 
culté de l'impression ; mais le lecteur peut uiaément y 
suppléer. 
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/y' — y — i), VU que ce polynôme entre bien comme 
facteur dans le terme [ — x — [y' — ^ i) — x '\- 
[y'' — y — i)] , mais n'entre point dans le terme 
— [j'-^x — i) (j"° — ^) ) ^^ ^^^'^ pour celte raison 
qu'il n'est point entré dans le commun diviseur. 

Voyons actuellement pourquoi l'on a obtenu deux 
communs diviseurs successifs; l'un x'-\-yx-\~ \ cor- 
respondant a. jr' — i^o, l'autre à {y'' — i)' {y''--~y 
— 1)+_7''(/' — i)^o; et remarquons d'abord que 
si l'on n'eût pas supprimé Je facteur (jj-' — i) dans le 
premier reste obtenu , et qu'on eût continué ainsi 
l'opération, on aurait trouvé le reste {y' — i)' (^^ — 
j-— i)'-)-_j'' (^' — ^i) à la division suivante, c'est-à- 
dire, à celle oii le diviseur aurait été (^'-l-^— i) 
(^'— i),ou bien (/" — i)a:-l-(_/' — i)'. A la seule 
inspection de ce diviseur, on voit que x'-^-yx-^-t 
n'y entre nullement ; mais on voit aussi que ce même 
diviseur devient nul de lui-même et sans attribuer 
aucune valeur à x , dès l'instant oii l'on suppose 
y" — i^^o; ce qui fori^e à remonter au reste précé- 
dent, lequel devient alors le vrai commun diviseur 
correspondant à y'^ — i :^ o ; or , ce commun diviseur 
est x'-'r xy-\- 1 dans cette même hypothèse^' — i^o. 
Aux valeurs comprises dans l'équation (/'— i) {y'' — 
y — i) -t-j^'^o, il ne doit correspondre au contraire 
qu'un commun diviseur du premier degré ; il fallait 
donc que Ion obtint un avant-dernier reste qui fût 
du premier degré; mais par- là même qu'à chacune 
des valeurs ^^^±1 doivent correspondre deux va- 
leurs de J', ce commun diviseur devait être de na- 
ture à se réduire à zéro de lui-même par la substi- 
tution de ces valeurs de y. En général , toutes les 
fois que des équations comportent de? valeurs Ae y à 
chacune desquelles doivent correspondre plusieurs 
valeurs de ar, et d'autres valeurs de^ à chacune des- 



tEcows n*Jii.eàBii 
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Métlwde d'Euler. 

107. J_^E mode d'élimination donné par Euler , offre 
un genre d'analyse si fréquemment utile , (ju'il esl 
indispensable de le connaître. 

Soient K3^"'+Pj7"-'+Qj^"'^'+, etc. = o, 
kx'*+px''^' + qx"'~^'i'^ etc.^=o, 

deux équations dont on veut connaître les valeurs de 
.r et de ^ communes, et dans lesquelles on suppose 
toujours que P , Q, etc.,/!, y, etc., sont des foncdtûÀ 
de^; on posera 

(1) K^'"+Pa:"^'+,etc.=(a:-a){Aa/^'+B;r*-='-t-,i 

(3)/-^''+pa:''~'+,eic.=(ar-a)(a.r"~' + èy~'H-,i 

équations dans lesquelles a est un symbole vaTÎafalç 
propre à représenter les diverses valeurs communes 
de X que peuvent acquérir les proposées, lorsque 
l'on remplace ^ par des valeurs convenables dans les 
fonctions A, iz, B,è, etc. (Ces valeurs de ^ so&l 
celles qui, substituées dans les éqtiations proposées^ 
leur font acquérir un commun diviseur en x^. 11 &u( 
donc assigner une équation de la forme y(^):=; 
qui puisse donner ces mêmes valeurs de ^. Or, 
égalant les deux valeurs de {x — a) que fournissent 
les équations hypothétiques (1) et (2) , on trouvi 
l'identité 



(j) (K^"'+Par"-+,etc.) {ax'-' + bx''-- 



, etc.) 
, etc.) 
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Si, dans cette identité, on égale entre eux les coëf- 
Lcîents des mêmes puissances de x , on obtiendra 
nt-^n) équations pour évaluer les {m~\-n — i) in- 
déterminées B, etc.,é, etc., en fonction de^, vu tjue 
K-=K et K^^^k; et comme cette évaluation n'exige 
que l'emploi de m -{- n — i équations , on pourra 
Substituer les valeurs A^F(^), a^=J'{jy), etc., dans 
la dernière de ces cquatious, et celle-ci deviendra 
précisément alors l'équation finale ; car, les valeurs 
dej quelle admettra étant substituées dans les fonc- 
tions B, b, etc., seront propres 3 vérifier l'identité (J), 
et par conséquent les équations liypothé tiques fi) 
et (a). Ainsi, pour trouver les diverses valeurs de 
. {x — «), on remplacera d'abord B, />, etc., par leui-s 
' valeurs, fonctions de y, dans (i) et (2) ; on résoudra 
' ensuite l'équation finale en f, et l'on substituera les 
râleurs y^-^a^ y:^b, etc., qu'elle fournira dans les 
1 expressions deB,A, etc. ; on effectuera eiifin l'une 
quelconque des divisions indiquées par les formules 

Kj^"'+Pa7'^'+, etc. k. 




?+££ 



"+,etc. 



et l'on aura les valeurs de {x 
tions {1) et (2) donnent 
4-Pj?"~'+, etc. kx''+p. 



a/-'+èx 

;), puisque les équa- 



-*-^B:xr^+etc. 



''+èx'^ 



+ etc. 

108. Quelque élégante que soit cette méthode, celle 
du commun diviseur lui est infiniment préférable k 
tous égards , comme nous aurons occasion de nous 
en convaincre dans les deux exemples qui . 

Premier exemple ri' élimination par la méthode du 
commun diviseur, 

109. Soient les équations x'+ (87- — i3)jr+y 
■ — 7^+i2=:o, x^ — (4/+i}'*^-t-7^*+ 5_ï"=:o, 

a. 7 
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composées avec les coufkles 

jr=ix jr=,x jr=z—i jr=zo ^=3( pour la 



^=2 a:=3 xzzzi x-=ii oczzzol première. 



! 

o( 



X=il jr=l jr=—l ^=2 jr=:Oi pour la 
a:=2 ^=3 xz=:j xz=L^ a: =0 (deuxième. 

On disposera ainsi Topération : 

— *»+ (4r+ ^— r'— 5/ \ I 
1^ reste.. (la/— 12)^ — 12(7 — i) 
ou (/"^ï) (la^ — i3i)« 

Le binône {jr — i) est donc 1 un cfes facteurs de Tëgut- 
tion finale , et fournit la valeur ^=1. En mettant 
cette valeur dans le diviseur ^-— (4^4- 1) ^H-^+5/j 
et égalant à zéro le résultat x^ — 5.r+6, on trouve 
les valeurs de x correspondantes ^=3, ^=a, en 
sorte que Ton a déjà découvert les couples communs 

X i » 2 X ■ . . . o . 

Le reste (/— i) {\7,x — 12) serait ausisî réduit à 
2éro par l'hypothèse 17.x — 12 = 0, ou x — i=:oi ! 
c'est-à-dire, par la valeur ar=i; donc, si Ton met' 
cette valeur ^=1 dans le diviseur ar" — (4^ + !)•'? 
+y^+ 5^,* ce polynôme se transformera en une fonc- 
tion de ^ qui sera le plus grand commun diviseur 
que puissent acquérir les proposées lorsque Ton y 
fait ^=1 ; ainsi, en l'égalant à zéro, on en déduira 
les valeurs de y correspondantes à ^= i. On obtient J 
far là 4 

D'où il résulte j=:o,^ = — i. Les couples com- ) 



•I ne saui 
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tkux pi-oposrâs sont' donc ea effet 
_X^=i ,7 = 1 ,r=o ^ — — I 



ne saurait j en avoir d'autres, car aucune rondï- 

tion autre que les deux dont nous venons de parler 

peut réiluiie le reste (j' — ij (12^ — 12) à zéro. 

1 10. Si l'on éliminait en ordonnant par rapport ■ y^ 
on trouverait, pour premier reste, (_?- — 1} {x — i)î 
ce qui donnerait la valeur :i:=t, qui, mise dan* Je 
diviseur j-' — (4^^ — 5)^-+ j' — x, fournirût les 
Taleurs correspondantes ^^o, ^"^ — i- De mêioe 
l'hypothèse j- — 1=^0 donnerait les valeurs j:^=a, 
= 3, auxquelles correspondraient _^;=i , _;'=:i. 

I^ême eaiemph , par la méthode (TEuIer. 

ïi. On fera x'-\-{Sy — i'S)x+^' — 7^+12:= 
-a) {x + t), et :c'— (4j'+i)j:+^'+5^= 
{x — a) (ar -J- B) ; d'où il résultera 

x-\-b x-\-R 



Réduisant au i 



s dénoi 



+ B ( +B(8r— 13) 

=•»'— (4r+0 )^'+/'+ ^r 

+ (> i _i(4_^+i) 



on trouTera 
x+B(y—yjy+it 



x+ètj^+Sj-. 



i les coëfEcienis des 



I de JT, on aura 

h8^— i3=:à— 4r~i. 
pJK-i 3) B+.r'- 7,r+ ' a = - * (4/+ 1) +jr"+5/, 
P) BO"— 77+i2)=:i(7-=H-5/). 
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Les deux premières donneront ^ 

i = 8^— la, B = — 4^. 

Ces valeurs , substituées dans l'équation (3) , fourni 
ront l'équation finale en y 

y—jr=iO^ ou bien, (/*— i)^=o, 

■ 
de laquelle on déduit les valeurs ^ = o, ^ =: x, 

^ = ~i. 

Substituant là valeur ^ = o dans chacune des ex» 
pressions de a:-— a, on trouve 

x^ — i3a:+ia 

X 12 

a:" — X 
X — a= =^ — i; 

X 

ce qui fournit ^ = i pour valeur correspondante t 
^ = o. Il eût été suffisant de substituer dans Tune 
quelconque de ces deux expressions , puisqu'elkl 
doivent être égales. 

Si l'on substitue la valeur yz=: — i , on trouve 

X — a=:.r — i; 

ce qui donne la valeur xz=zx pour conjuguée d0 

Enfin, si l'on substitue ^=: i , on trouve 

ic' — 5^ + 6 



X — a 



X — 4 



Le trinôme x^ — ^x + 6 n'étant point diviobtê 
par X — 4> îl en faut conclure que cette valeur de] 
X — a est fausse; ainsi la méthode semble être enj 
défaut. Il y a donc une cause qui produit 
contradiction apparente ; et cette cause est àccidf 



TROISIEME rAnTIB. lOI 

telle. Les raisonnements sur lesquels se fonde la 
marche des calculs sont rigoureux ; mais ils supposent 
qu'à chaque valeur de j- il ne correspond qu'un divi- 
seur (x — a) du premier degré, ce qui n'est pas tou- 
jours vrai : lorsqu'à une même valeur de j- doivent 
correspondre plusieurs valeurs de a;, l'expression de 
(x — a) doit néanmoins donner ces valeurs de x; et 
cela ne peut se faire qu'autant que cette expression 
est composée de deux termes qui ne sont pas divi- 
sibles l'un par l'autre; cest ce qui arrive dans le cas 
actuel, et l'égalité a: — a^o donne 

d'où l'on tire a; = 2 , a: = 3 pour valeurs de x cor- 
respondantes à_^:=::i. Cette conséquence est appli- 
cable à tous les cas de cette nature ; mais ou doit 
observer de plus que x — a étant de la forme 

Ax'"-t-Var-''-i- etc. 

ax'"~'+p'^~'-i- etc.' 

il faudra que les deux termes de celte fraction ad- 
mettent un commun diviseur du degré « en ^, après 
la substitution j-:=S, s'il arrive qu'à cette valeur 
y:=;6, correspondent m — n valeurs de x^ car la 
division ne devant pas être possible dès l'instant 
où il j a plusieurs valeurs de x accouplées avec 
jrz=:S^ ce sera en égalant le numérateur à zéro que 
l'on obtiendra ces valeurs de x^ or, ce numérateur 
fournirait m valeurs s'il conservait le degré m ; il faut 
donc que rbypothèse /:^& introduise dans les deux 
termes un facteur commun dont la suppression ré- 
duise le numérateur au degré convenable. Ce facteur 

commun ^alé à zéro réduirait x — «à - ; mais dans 

l'hypothèse actuelle , cette particidarité s'explique 
aisément. 
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lia. L'équation (înale que nous venons d'obiei 
n'est pas complète, et il lui manque le facteur_7- — 
car les proposées renferment deux couples dans les- 
quels se trouve la valeur y^^ i. Cette circonsiano 
n'empêche pas ici que les équations ne soient comi 
plètenient résolues, puisqu'on est averti de l'existenci 
de ces deux couples par les deux valeurs de x t 
correspondent àj-zrzj. Mais il est remarquable qui 
l'absence de ce facteur j' — i tient à ce qu'on l'a sup 
primé dans le numérateur et dans le dénominateui 
de l'expression de B et de celle de è, ce qui senibld 
rait permis. Or , il pourrait fort bien arriver que ( 
facteur commun correspondît à une valeur de_^ qiu 
n'eût qu'une seule valeur de x pour conjuguée, et d 
on le supprimait dans ce cas, on perdrait une r 
dont on n'aurait plus aucun moyen de reconnaître 1a 
présence. L'exemple suivant nous le fera voir. L 
métbode d'Euier exige donc que l'on ne supprîn; 
aucun facteur commun aux deux termes des &actioB 
qui se présentent dans les calculs, ce qui en rem 
encore l'application plus longue et plus pénible. 

Deuxième exemple d'élimination , par la méthode d 
commun diviseur. 

n3. Soient les deux équations 
a:^— 3 j:y+3 j:'+ 3^' — ôxy — x^y+Zy'+y — 3==c 
a:'+3a-y— 3 J7'+ "ixj'—exy — x+y — 3;-'— jr+ 3=oi 

Divisons le premier membre de la première par celtû- 
de la seconde 



-.l-+^J-'43r=+j-î) 



Uens. j:-'(6— fi_f )— aj-î-f.fi)' "+3)-— 

Ce reste est divisible par {y— i); il faut donc con- 
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facteur de l'équation finale, 
correspoiidenl trois yaleurs 
«ie .V que nous obtiendrons en mettant i â la place 
de^ dans la deuxième équation. Cette substitution 
donne x* — 4-^^o; d'où a:=o, 0:^=22, a:^= — a. 
Ainsi , les proposées admettent d'abord les trois 
couples 

X=i j=i x=t 



Revenons à notre opération : il faut supprimer 
dans le reste le facteur j — r , ce qui le réduit à 
— Gx" — 2_^'+4^ + 6. Afin de pouToîr effectuer 
la division du diviseur par ce reste, ou plutôt afin 
d'éviter les coefficients fractionnaires , nous multiplie- 
rons le diviseur par —6, et l'opération se c 
ainsi qu'il suit : 



+6j:^ +M.-f^kr+V) ; 

-*'(.8-.8j.) 






. iC3v— 6^') 



Ce second reste est divisible par y — a/'. Egalant 
ce facteur à zéro , on en tire les valeurs _/ =: o , .j'^: 2 , 
qui, mises tour-à-tour dans le deuxième diviseur, 
donnent les couples 



j = o 



ar= — I 



J>' = 



Egalant à zéro le facteur x, et faisant la m^me 
hypothèse dans le reste précédent, on trouvera les 
couples 

r=:o, j-=3; ar^o, y = — i. 
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Même exemple par la méthode d'Euler, 
II 4- Posons 

(a; — a) représentant le facteur propre à devenir le 
commun diviseur correspondant à une valeur de jr 
déduite de l'équation finale. 

Les valeurs que fourniront pour (x — a) ces iden- 
tités hypothétiques, seront 



_ ^^+(3j-3):r-+(3/-6r-i).r-f-(y-3^-y+3) 



xf+A'x+B' 

Egalant ces deux valeurs de (x — a), et chassant le» 
dénominateurs, on trouvera 

!■ ( +B'(l-3j-) ( ) 



Egalant les coeiBcient des mêmes puissances de x^ 

on obtient 

(.) 2(3-37) +A'= A, 

(ï) A'(3-37) + B'=-A(3-37) + B, 

(3) a(3r-y+T-3)+A'(3r~<!r~.)+B'(3-3/) 

=A(37--67-.)-B{3-3j), 

(4) A'{ij- — jr' + ^ — 3) + B' (3j.-6r— ■) 

= — A(37'— /+/— 3)+B(3^-— 67— ,), 

(5) B'=_B. 
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La pFemière de ces équations donne A'=A — 
La seconde donne, en y remplaçant B' par — 

■ Egalant ces deux valeurs de A', il vient 



-3j 



-0-37); 



mettant cette valeur de A dans l'une de celles de A', 
on aura 

A-=3-î^-(3-3^). 

Ces valeurs de A et de A' étant mises dans la 
troisième et la quatrième équations , donnent 

B=— B'=^o, 
et pour équation finale, 

y—iy+sjr^O, c'est-à-dire, Ct'— 3^+2)^:^0. 
Cette é([uation ne fournit que les trois valeurs 
X=o j=\ ^—2, 

tandis que l'autre méthode d'élimination avait fourni 
les neuf valeurs 

= 0, ^ = 0, j=i, f=i, y—ïy jr=2, 



K Les racines _^^3, ^ = — i manquent parce que 
Von a supprimé le facteur Zy' — y + ,T~~^ comme 
tant commun aux deux termes de la quatrième re- 
lation entre les coefficients des mêmes puissances de.r: 
Il même cause a dégagé l'équation finale de l'un des 
a j- — 1 et du facteur f. 
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Troisième exemple d'élimination par la méthode du 
commun diviseur. 
ii5. Les équations proposées sont 

(7+ 3} a: +4^+ 12 = 0. 
On voit avant tout que la deuxième équation peut 
se mettre sous la forme (jr + 3) (j7+4)^o; d'où il 
résulte qu'en y faisant 7^ — 3, elle sera satisfaite, 
indépendamment de toute valeur de x. Ainsi, l'on 
aura des solutions de la question qui a pu conduire à 
ces équations, en substituant cette valeur j':^ — 3 
dans la première , et déduisant les valeurs de x corres- 
pondantes. Cette première équation deviendra par-là, 

— ^a? — aia:' — 35a7+ 4 = 0, 
et donnera, pour valeurs de x. 

En sorte que l'on a déjà découvert les couples 
7— — 3 7=— 3 _j'~_3 

Pour trouver les autres couples, nous supprime- 
rons le facteur (^ + 3) , et l'opération se fera ainsi 
qu'il suit, après s'être assuré toutefois que (x~\-^ 
n'est point un facteur de la première équation' 

J^'+(^J— y>'-'+CH-3j— V}-'H-4 j -r^ 

-■r''^'-47-^' ij'^'-r'-^(ï+3r-+^) 

+r^' ^lyT^ 

- (i +3r+y) ^-4(i+V+y) 



éijuation finale ■ 



- — i^j—ky 
■ 7{>+3) = o. 
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Cette équation finale donne les valeurs y=-o 

y"==^ — 3 qui s'accouplent l'une et l'autre avec 

ar = — 4- 

Problème. 

116. Bacchus trouvant Silène endormi près dun 

3 
tonneau, boit pendant les -= du temps qu'il faudrait 

à ce dernier pour vider le tonneau. S'ils eussent bu 
ensemble, le tonneau eût été vide six beures plutôt, 

et Baccbus n'aurait bu que les ^ de ce qu'il a laissé 

à Silène. On veut connaître le temps que cbacun d'eux 
eût employé à vider le tonneau. 

Solution. 

o . ( X le nombre d'heures nécessaires à Silène, 
) jr à Baccbus. 

3 
Celui-ci a bu d'abord pendant ^ x. 

Ce qu'il a bu est donné par la proportion 

q Q /Quantité bue pen- 

O ÔX ^ . ty 

*^' 5 Suidant le temps ■= x. 

Il a laissé à Silène ..... i — w— . 

Il a fallu à ce dernier, pour achever le tonneau, 
un temps marqué par le quatrième terme de la pro- 
portion. 

^ ^ /Temps qu'il faut à Silène 

^X ^JK I pour boire i — ■=— 

Ils ont donc mis, en buvant tour-à-tour, un temps 

marqué par 

3 3^'j Temps employé par les deux 



ôxu 



5 5^ (en buvant tour -à -tour. 
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En buvant ensemble, ils ne naettraient donc que 

3 3^' „ ( 1*^^ expi'ession du temps qu'ils 

^x~t-x — -= 6< .' , "^ ^, , 

5 oj- (mettraient en buvant ensemble. 

Il s'agit de trouver une seconde expression de ce 
temps, afin de l'égaler àla première. Pour cela, on 

observera que Bacclius boirait - pendant une heure, 
et Silène - pendant le même temps; donc, s'ils bu- 
vaient ensemble pendant une heure, ils boiraient 
. Pour que cette quantité devienne 

; cette der- 



Lr 



^r 



égale à I , il faut la multiplier par - 
nière expi'ession indique donc le nombre d'beurcs 
qu'il leur faudrait pour vider le tonneau. 
xjr I 2." expression du temps employé 

x+y Ipar les deux, en buvant ensemble. 

Egalant cette deuxième expression à la première, 



- -i- X : 



^.=-^1- 



équation. 



5^ """ x + yl 

Pour trouver la deusième équation , il faut re- 
courir à la deuxième condition qui porte que s'ils 
eussent bu ensemble, Bacchus n'aurait bu que les 



de ce qu'il a laissé à Silène. Ce qu'il lui a laissé 
3^ 

donc, Bacchus aurait bu . 



3 
est I 



9 X I pendant un 
5j- 1 même temps 



Silène aurait donc bu ^ + ?— ( - - -— )■ 

3 5jr\\x+J'J 
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Or, les temps iju'il leur faut pour bbire la même 
quantité sont réciproques aux quantités qu'ils boiTenl 
pendant le même temps; donc, 



t:^:i,^ 



5j- ' 3 5_?-' 



5^ ■ 






3." équation. 



On peut ramener ces équations aux suivantes, par 
les règles données précéderaraent : 

3 x^ — 5^-^' — (3y — 3o^) X + 3ojï-':=; o , 

L'élimination de j; entre ces deux équations, don- 
nera l'équation finale 

iiBjt' — 1310:1^+ i8oo.ar':=o. 

Cette équation admet les racines égales x:^o, x^o; 

et les équations du problême admettent en effet les 

1 1 • r=:o r^o 

deux couples esaux , comme on le Toit 

en observant que l'une devient id_^'=o, et l'autre 

3o^°=:=o, lorsque l'on y fait ^ = o. Les deux 

autres valeurs de x fournies par l'équation finale sont 

iSo , , 

jr^io,.r = — ^, et s accouplent respectivement 

avec_y:^i5, ^^^ ^- H est visible que le couple 

a; ^10, ^^i5 est le seul qui convienne au pro- 
blême; mais les autres conviennent aux équations. 

117. Il est clair que le procédé d'Euler comprend 
la résolution de cette question : déterminer les rela- 
tions qui doivent exister entre les coefficients P, Q , etc. , 
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p , q , etc. , de deux fonctions de x et J, pour qiCslies 
admettent vn facteur commun du premier degré en x. 
Par une marche absolument analogue, on assignerait 
les relations desquelles dépend l'existence d'un fao 
xeuifix) d'un degré donné s. Soient toujours 

y"+ Vx"^' + Qj^^' + etc. 

ar" +^3:"~' + qx'^^ + etc. , 
ces deux polynômes; on poserait les identités fictives 
a7"'+P^™~'+Qa7'"-"+etc.=(^~'+A^"^'~'4-etc.)(^+A'jr^ 

d'où (a^+Pa;"*~'+etc.) {x"~'~{- ax''-'-^-\'eXc.\^ 

= (** + ^fx""' + etc.) {x'"~'+Ax'^''''+etc.), 
condition qui doit être remplie indépendamment de ar^ 
pour que le facteur x'-i- A'j^'^'h- etc., soit commun. 
Il i'aut donc que les coefficients des mêmes puis- 
sances de X dans les deux membres soient égaux. 
Ainsi, l'on déterminera les quantités A, etc. a, etc. 
d'après cette condidon, en formant les produits indi- ' 
qués, et en égalant les coefficients des termes corres- 
pondants. Or, le nombre des coefficients a, è, etc., 
dans le polynôme a:"~*+etc., étant n — s, et celui 
des coefficients A, B, etc., dans le polynôme a/""-'-!- 
elc, étant m — s, il suffira, pour les évaluer, de (m-f- 
71 — 25) équations. Le nombre de ces équations étant 
d'ailleurs (m + « — s), puisque chacun des deux 
membres de l'identité est du degré (m-^n — j), et 
que le coefficient de chaque premier terme est l'unité, 
il restera s équations auxquelles devra satisfaire toute 
valeur de jy propre à introduire dans les proposées 
un facteur commun du degré s. Toute valeur de _/- 
qui conviendra simultanément à ces équations sera 
visiblement propre à remplir la condition prescrite j 
et l'on obtiendrait le facteur demandé en cherchant 
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le plus grantl cotniiiun diviseur des . proposées après 
y avoir substitué la même valeur au lieu de_|-. Mais, 
si les s équations n'admettaient aucune valeur de jr 



commune, il faudrait en conclure 



il n' 



y en a point 



qui soit susceptible de faire aci^uérir aux proposées 
le facteur commun demandé. 

De l'élimination entre plusieurs équations. 

ii8. Si l'on donnait plusieurs équations à plusieurs 
inconnues, on parviendrait à l'équation finale par un 
procédé analogue à celui que nous avons indiqué pri- 
mitivement. Soient désignés, par exemple, par (A), 
(B) , (G) , les polynômes composant les premiers 
membres de trois équations à trois inconnues x, y^ z. 
On éliminerait x entre {A} et (B); puis enfre (A) et 
(G), ce qui fournirait deux premières équations qui 
ne contiendraient plus que jr et z. On éliminerait 
ensuite l'inconnue j- entre celles-ci, et l'on pai^ien- 
draii à une équation qui ne renfermerait plus que 
l'inconnue z. Cette dernière serait l'équation finale, 
et fournirait en conséquence toutes les valeurs de a, 
qui, substituées dans les restes précédents, laisseraient 
la faculté de déduire celles de ^■. Enfin, les valeurs 
de 3 et de y correspondantes étant mises elles-mêmes 
dans les restes fournis par l'élimination de ^, soit 
entre (A) et (B), soit entre (A) et (G), mettraient à 
même de déduire celles de x qui doivent leur être 
adjointes. Mais cette méthode introduit communé- 
ment dans l'équation finale un facteur étranger, dont 
la présence complique cette même équation. On 
s'en convaincra aisément si on l'applique aux tioig 
équations 

(i) ax + èj'+cz — «-=0, 
(a) a'x + ôy + c'z — a'^o, 
(3) a"x-i'l>" + c"2 
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on verra que le facteur a entre dans réquation finale^ 
lorsque l'on établit Topération du commun diviseur 
entre (i) et (a) , puis entie (i) et (3); que si on 
l'établit entre (i) et (2} , puis entre (a) et (3) , c'est 
le facteur a' qui devient commun à tous les termes. 
D'où II résulte que si ce facteur a ou a' était fonc- 
tion de l'inconnue z qui doit entrer dans l'équation 
finale (*) , cette équation finale donnerait des valeurs 
de 3 qui n'appartiendraient pas à la question ; incon- 
vénient que l'on avait aussi rencontré pour le cas 
de deux équations à deux inconnues. Bezout a donné, 
dans sa Théorie générale des Equations, un moyen 
de parvenir à l'équation finale dans tous les cas, sans 
introduire aucun facteur étranger à la question. 
M. Poisson, professeur d'analyse à l'Ecole Polyteck- 
nique, en a aussi indiqué un, que l'on trouve dans 
le journal de cette école, n" IV; 1/ démontre que la 
degré de l'équation Jtnale résultant de l'élimination de 
toutes les inconnues, moins une, entre un nombre quel- 
conque d'équations égal à celui des inconnues, ne peut 
être plus grand que le produit des exposants de ces 
équations, et qiCil lui est justement égal, lorsque les 
équations données sont les plus générales de lean degrés. 
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Resolution des équations numériq, 

iig. \Jt( nomme équations numériques celles dont 
tous les teimcs ont un coefficient numérique. Ainsi, 



% 



C) Cette circonstance ne peut pas se présenter dans 1« 
équations du premier degré; mais elle pourrait avoir lien 
dans le cas où l'on traiterait des équations d'un degcé 
supérieur. 
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l'équation finale obtenue par 1(^1 i mi nation est de ce 
genre. C'est cttte équation qu'il s'agît de résoudre. 

Une équation pouvant contenir plusieurs sortes de 
lacines, il convient, avant de donner des méthodes 
pour obtenir ch.icune d'elles, de fixer l'ordre suivant 
lequel on doit procéder. 

Deux principes connus serviront à nous détermi- 
ner : le premier consiste en ce que le dernier terme 
d'une équation est divisible par chacune des racines; 
et le setrond , en ce que la connaissance d une racine 
donne la faculté d'abaisser d'une unité le degré de 
l'équaLion. 

Le premier de ces principes fournît un moyen 
simple de reconnaître les racines commensurables, 
aoit inégales, soit égales. Le deuxième nous montre 
«pie la découverte de ces racines pourra souvent di- 
minuer de beaucoup le degré de l'équation. Or, le 
procédé général relatif aux racines égales, soit com- 
me nsiirah les, soit incommensurables, dépend de plu- 
sieurs recherches de commtms diviseurs, d'autant plus 
longues que le degi'é de l'équation est plus élevé, ce 
que nous verrons plus loin ; il résulte de ces consi- 
dérations que l'on doit procéder à la recherche d^ 
racines dans l'ordre suivant : 



( luouinmensnrables 



tnuginaii 



. «s.!.. 



Je n'établis point de classification pour les signes , 

parce que les racines négatives se calculeront après 

les racines positives, par des procédés absolument 

semblables , après avoir divisé l'équation par les fac- 

p. 8 
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teurs commensiirables correspoTidants aux racines 
positives, et changé les signes des termes affectés de 
puissances impaires de l'inconnue. Je ne parle que de 
la division par les facteurs conespondanis aux racines; 
corn m en sur» blés , parce que la même opération ne 
pouvant point être effectuée par les facteurs incom- 
mensurables dont on ne peut qu'approcher, il vaut 
mieux les laisser dans Icquation que d'en obtenir une 
d'un de^ moins élevé qui contienne des coëfHcients 
inexacts. 

D'ailleurs, nous allons voir que la même métboiie 
donne les racines commensurables positives et néga-, 
lives à-la-foîs. En sorte que l'on pourra débarrasser' 
l'équation de tous les facteurs correspondants aux ra- 
cines commensurables. 

Recherche des racines commensurables inégales 
et égales, 

lia. La composition du dernier terme montre <jue 
pour trouver toutes les racines commensurables iné- 
gales, il suffit de chercher tous les diviseurs entiers 
de ce nombre , pt de les substituer dans l'équation , 
tant avec le signe + qu'avec le signe — ■ On sera 
assuré de découvrir par-là toutes les racines commen- 
surables inégales , puisque l'équation que nous consi- 
dérons n'en saurait admettre de fractionnaires (i). 



(i) On pourrait craindre que les racines incommensu- 
rahlesouimaginairesn'eiis.'ientdFS dénominateurs qui fissent 
disparaître certaines racines dans le dernier terme ; laab il 
est aiaé de voir que cela ne peut point arriver; car si a esl 
une racine, on aura i!"'+P,""'~'+...-+Pm-i<T+Pm:=o; 
et tirant la valeur de Pm, on voit qu'il doit être divisibl* 
par a. 
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Ceux des diviseurs qui réduiront l'équation à la. 
forme o^o seront des rudDes. 

Pour trouver ensuite les racines égales , c'est-à-dire , 
ceux des diviseurs qui peuvent convenir plusieurs 
fois à l'équation j on divisera le premier nietnlirepar 
les facteurs correspondants (x — à), (x + è) etc. , et 
l'on examinera si le quotient peut encore être divi- 
sible par {x — a), ou par (a'-+-A) etc. Si la division 
par (x — a), par exemple, peut encore s'effectuer, 
on conclura que a est deux t'ois racine ; et pour re* 
connaître s'il peut l'être une troisième fois, on divi- 
sera le deuxième quotient encore par [x — a), etc. 

121. Les substitutions et les divisions successives 
£ont des opérations quelquefois très-longues. On peut 
employer un mode d'essai beaucoup plus commode. 
En voici le développement : 

Prenons, pour fixer les idées, l'équation 

a:* +/JJ:' + yj:' + Sj; + T := o , 

qui peut être mise sous la forme {x — a) (x+b) 
(a;— c) (j: + (/J=^o, 

ou ar* — flï x'^ — ab, x' + abc x -^ abcd :^n. 

-1- i 1 +«c 1 ■ — abd\ 

+ d\ — bc\ — bcd] 
\ -\-bd\ 

Si l'on divise le dernier terme par la racine fl, on 
trouve un quotient + bcd qui, ajouté au coefficient 
de l'avant- dernier ternie , fait disparaître la seule 
partie — -bcd non aR'cctée de a; en sorte que le ré- 
ajiltat de cette addition est divisible par a. Elfectuant 
celte opération, on trouve un second quotient bc — 



■ + ? 



- +p = — " 



• + î 



A la lecture de cette deinière égalité, on reconnaît 
d'abord qu'un diviseur du dernier terme ne peut êtrç 
une racine qu'uulant qu'il conduit à — i pour ré->, 
sultat final , puisque toute racine a contUiit à ce 
résultat. 

Les égalités successives que nous avons posées, 
montrent que totis les quolients sont entiers, lorstjue 
le nombre a que l'on essaie est une racine. DoDc, si- 
l'une des divisions donnait un quotient fractionnaire^i 
on serait par cela seul autorisé à conclure que la, 
nombre a n'est point une racine. 

La dernière lie ces égalités montre encore que^KHilij 
nombre qui satisfait aux conditions énoncées est unçi 
racine de l'équaiion ; car elle renferme ces conditiou: 
et donne 

relation qui met la chose en évidence. 
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ia4' I^ méthode d'essai que nous venons de voir 
est elle-même fort longue, lorsque le dernier terme 
contient un grand nombre de diviseurs et que l'équa- 
tion est d'un degré élevé, Nev^ton a donné un moyen 
qui sert à rejeter plusieurs diviseurs du deinier terme, 
sans essai. 

Si dans une équation donnée , 
x'"-hP^x'"~^+, etc.H-r,„=(^-a) {x'^'+, elc.+V)=o, 
on remplace successivement x par + 1 , o et — i , 
on obtient les lésuttats 
R=(i — «) (r+,etc.+V)r3.(i-«)N. 
R, = (— fl)V — P„. 
B„=(— 1_«) (±i±,etc. +V)— (— I— «)K. 

On voit que si a est un diviseur, du dernier terme 
Piri) et uue racine de l'équation, non-seulement Pm 
sera divisible par a, mais encore le premiei' résultat R 
sera divisible "par (i — a) ou (a — i), et le dernier 
par — I — a ou (a -H i) ; en sorte qu'il faudra, pour- 
que l'un quelconque a des diviseurs du dernier 
terme P^ soit unp racine, que Ton puisse trouver 
parmi les diviseurs du résultat R, le nombre (a— i), 
et parmi ceux R^, le nombre i+a. 

Si la réciproque de cette proposition était vraie , 
c'est-à-dire , que si tout diviseur qui satisferait à cette 
condition élait par cela seul une racine, on aurait 
un moyen aussi prompt que commode de reconnaître 
les racines comniensurables. Mais il est aisé de voir 
que celte récipixique est fausse, car le nombre zéro, 
par exemple , satisfait toujours à cetle condition et 
n'est pas toujours une racine. Et, plus généralement, 
rien n'empêche que a étant diviseur de P,^ , a — i ne 
le soit de N, et a+ i de K.. Ainsi, on sera ceilaiu 
que tout diviseur de Pm qui ne remplira pas la con- 
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dition prescrite, n'est point une racine; mais on ne 
pourra pas conclure ijue tout nombre qui y satisfait 
en est une ; il faudra encore le soumettre à l'essai in- 
diqué précédeminent. 

Pour plus de commodité, on disposera les trois 
nombres R, Pm, R", au-dessous l'un de l'autre, et 
l'on mettra les diviseurs de chacun à coté. Prenant 
ensuite le premier diviseur de Pm, on cherchera dans 
la rangée horizontale supérieure (celle des diviseurs 
de R), s'il y a un de ces diviseurs qui soit égal à 
celui-ci diminué d'une unilc. On cherchera ensuite 
dans la ligne des diviseurs de R„ , si a + i s'y trouve. 
En un mot, si l'on trouve dans les trois rangées trois 
nombres a — i, a, a+l, en progression arithmé- 
tique dont la raison soit i , on conriura que celui de 
la ligne du milieu, c'est-à-dire celui qui se trouve au 
rang des diviseurs de Pm, peut être une racine; et 
pOui' s'en assurer, on le soumettra à l'essai. 
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Des racines incommensurables. 

125. O», lorsqu'on se propose de résoudre une 
équation dégagée des facteurs commensu râbles , on 
était assuré que cette équation n'admet point de ra- 
cines égales, on pourrait obtenir les racines incom- 
mensurables avec une approximation déterminée, fin. 
se conformant à la marche suivante : 

1° On substituerait successivement dans cette équ^i 
tion X— o, les termes de la série /, /+5, Z + aS... L, 
où je suppose que l soit la limite inférieure des ra- 
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1 posîtÎTes , L la limite supérieure des mêmes 
lÊctnes, et ^ une quantité moindre que la plus petite 
différence des racines , quantité que dous appren- 
drons à déterminer n°' i36 et i^g. 

Toutes les fois que deux termes consécutifs de cette 
série donneraient des résultats de signes contraires , 
on conclurait qu'il y a une racine comprise entre ces 
deux nombres, n" 3a, et l'on serait assuré d'ailleurs 
qu'il ne peut point yen avoir plus d'une, puisque la 
différence de ces deux termes serait moindre que 
celle de deux racines quelconques. De plus, toutes les 
fois que deux termes consécutifs de la mfme série 
donneraient des résultats de môme signe, on serait 
en droit de conclure qu'il n'y a point de racines com- 
prises entre ces nombres; car s'il y en avait une, les 
deux nombres dcTraient fournir des résultats de 
signes contraires. On obtiendrait donc par là toutes 
les racines positives de Téquation, approchées à moins 
de S prcs- 

20 Pour obtenir ensuite ces racines à moins de — = 
10 

près, on pourrait effectuer de nouvelles substitutions 

t des séries dont les termes différeraient 



intre eux d'une quantité moindre que - 



3" Enfin, pour trouver les racines négatives par 
approximation , on changerait dans l'équation les 
signes des termes afi'ectés de puissances impaires; ce 
qui la transformerait en une autre dont les racines 
positives seraient les racines négatives de la propo- 
sée, n" ag, et il resterait à chercher les racines 
positives de cette transformée. 

ia6. Mais ce procédé no peut point réussir sur une 
équation qui renferme des racines égales ; car il 
n'existe plus alors de quantité moindre que toute 
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différence des racines ; et quelque nombre que l'on, 
prit pour raison d'accroissement dans la série des 
substitutions, on ne serait jamais assuré que deux 
termes consécutifs de cette série ne comprendraieni 
pas plus d'une racine entre eux : donc, lorsque deux' 
termes de cette espèce donneraient des résultats de 
même signe, on ne serait pas autorisé à conclure qu'il^.- 
n'existe pas de racines entie eux, puisqu'il pourrait^ 
alors y en avoir un nombre pair; et lorsqu'ils four- 
niraient des résultats de signes contraires, on ne^ 
saurait pas s'ils comprennent une seule racine, ou.' 
s'ils en comprennent un nombre impair 3, 5, etc. 

Ainsi, pour pouvoir arriver à la résolution d'une, 
équation donnée, il faut, avant tout, chercher ui^i' 
moyen de reconnaître si nette équation admet des. 
racines égales; et lorsqu'elle sera dans ce cas, il fau- ■ 
dra essayer de faire dépendre la résolution de cette 
équation de celle d'une ou de plusieurs autres équa- 
tions partielles, qui ne comprendront pas de facteurs 
multiples. Il sera bon aussi de donner un moyen de 
leconnaître le degré de nuiltiplicité de chaque racine. 

laj. Proposons-nous donc de résoudre cette double 
question , et soit 



JT^ + P.a 



"''+etc. . . + P,„:=o 



l'équation donnée : voyons d'abord par quel moyen ■ 
ou pourra reconnaître si elle admet des facteuxs^' 
multiples. 

Concevons que l'on remplace dans cette équation, 
a: par x + u^ u étant une lettre à laquelle on n'attri- 
bue aucune valeur numérique, et a:' étant la nou- 
velle inconnue : on obtiendra une transformée de la 
foi me 

U + U .cH ^"-1 x'i + eic + ^""=o. 
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dans laquelle U représenle un polynôme composé 
en u comme le premier membre de lequaUon pro- 
posée l'est en x;\i' est le polynôme dérivé du pre- 
miei' ordie de Uj U" est le polynôme dérivé du 
second ordie, etc. 

Cela posé, d'après léquation de rclalîon x=:^jc'+i£ 
qui donne x'=x — u, les valeurs de j."' seront les- 
fainômes a — u,è — «, c — u, etc., si les racines de 
la proposée sont a, b^ c, etc. (i-), et le dernier 
terme U de cette transformée sera le produit des 
binâmes [a^ii), {h — -u), etc.; le coefficient U' de 
l'avant- dernier sera la somme des produits {in — i) à 
(m — i) de ces mêmes racines binômes, etc. Or, il 
est impossible rjue fleux binômes tels que (a — u-) et 
{P — «) admettent un diviseur commun , à moins que 
le nombre a ne soit égal au nombre b ; d'où il ré- 
sulte, i" que toutes les racines inégales de la trans- 
formée seront premières entre elles ; 2" que cette 
transformée n'admettra des racines égales a — u^b 
— «, qu'autant que la proposée aura des racines 
égales correspondantes a^b : donc, si la proposée 
admet des racines égales , les polynômes U et V 
auront un diviseur commun, et rétiproquemeni , 
n" 49 et 5o, Mais, puisque le polynôme II est composé 
CD u comme le premier membre X de IVquation 
proposée l'est en ar, il est clair que l'existence d'un 
commun diviseur entre U et son polynôme dérivé U' 
entraîne celle d'un commun diviseur entre X et son 
polynôme dérivé X'. Ainsi, Pé<]U'itwn proposée X^o 
admet ou n'admet pas de racines égaies, selon qu'il 



1 



(,;C,. binôme, («_,,), (6- 
premipr lEnne innnéri({ue; mai: 
Tutnt la lettre u. 



-u), etc., c 
le second 



t tous leur 
t conslam- 
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existe ou non un commun diviseur algébrique entr^ 

les polynômes X et X'. 

128. Voici !a première partie de la question résolue: 
occupons-nous de la seconde , qui consiste à désom* 
poser l'équation proposée en plusiems équations par- 
tielles dé^'^agées de f'acieurs multiples, et dont les raciDes 
soient cependant les mêmes que celles de la propo- 
sée. A cet effet, observons que le plus grand commua 
diviseur entre U et U' est précisément le produit de» 
racines égales de la transtbimée , élevées chacune k 
une puissance marquée par leur degré de multiplicité 
diminué d'im , n"* ^9 ^ ' 5o ; en sorte que s'il y a , dan» 
cette transformée, h racines égales à a — u, n racines 
égales à b — u, n' racines égales à c — m, n' radnes 
égales à d — u, etc., le plus grand commun diviseur 
entre U et U' sera 

(o-«)"~' (^-k)"~' (c-«)"'~' (rf-u)"'"'..... etc., etc. 

Mais s'il y a n racines égales à a — u dans la trans- 
formée, on est en droit d'en conclure qu'il y a n ra- 
cines égales à a dans la proposée ; et en second lieu , 
s'il y a un commun diviseur {a — «)""' [h — a)"' 
(c — M)"'"' (d — u)"'~'. . .. etc., entre U et U', il en 
faut conclure qu'il en existe un de la forme (a— a:)"" 
(i-jr)""' (c-x)"—' ((f-j-)"'"'... etc., entre X et X' 
Donc, le plus grand commun diviseur qui esistraa 
entre X et X' sera le produit des facteurs binômes 
simples correspondants aux racines égales de la pro- 
posée , élevés chacun à une puissance moindre d'une 
unité que le degré de multiplicité de ces racines. 

Si l'on observe à présent que X", c'est-à-dire, la 
polynôme dérivé du second ordre de X, ou, ce qui 
est la même chose , le polynôme dérivé du premin 
ordre de X', est composé avec X' de la même 
nière que X' Test avec X, on verra que le plus grand 
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commun diviseur entre X' et X" est le produit des 
facteurs multiples élevés chacun à une puissance 
moindre d'une unité que celle- dont ils sont affectés 
dans X' ; et ainsi de suite. 

De-là résulte le moyen de résoudre la question. 
En effet, supposons que le polynôme pi'oposé X ré- 
sulte de la multiplication des tacteuis suivants : 

(x~ay.... {x—èf.... {x—cy.... [x~d).... 

En cherchant le plus grand commun diviseur entre 
X et X', on trouvera 

V={x-a)'... (x-4)>.... (x-c).... 

En cherchant ensuite le plus grand commun diviseur 
entre X' et X", ou, ce qui est ici la même chose, 
entre D' et X' (i), on trouvera 

D-=(x~»)'.... {=c+t):... 

En cherchant le plus grand commun diviseur entre 
X" et X'", ou, ce qui revient au même, entre D" A 
X'", on trouvera 

\i'"^{x—ay.... {x—h).... 

En cherchant le plus grand commun diviseur entre 
D'" et X", on trouvera 

'D" = {x—a) 

EnSn, en cherchant le plus grand commun diviseur 



(i) Le plus grand comraun diviseur entre D' et X° est le 
même que celui des polynômes X, X' et X", (voyeï la théo- 
rie (lu plus grand commun diviseur, première partie); or, 
le plus grand commun diviseur entre X , X' et X" esl ici le 
même qu'entre X' ei X", puisque tous leï facteurs de X' 
et X" iODt compris dans X. 
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entre D" et X", on trouvera i , ce qui annoncem 
d'abord qu'il n'y a point de racines dont le degré de 
mnldplicité soit égal-à 6; et le polynôme D'" sera le 
produit des facteurs multiples dont le degré de c 
tiplicité est 5. 

Pour trouver ensuite le polynôme composé dsa 
facteurs dont le degré de multiplicité est 4^ on fle- 
vera D" au carré, et Ion divisera D'" par ce carré, 
ce qui donnera 

Q = {a: + l'}... etc.... 

Pour trouver le polynôme composé des facteiin 
ayant un degré de multiplicité inarqué par 3, s'il en 
existait, on multiplierait D'" par D"* et par Q^ O 
l'on diviserait D" par ce produit. Dans l'exemple ao 
tuei, on trouve pour quotient Q'^^i , parce qu'il fl'y 
a point de facteurs qui entrent à la troisième puis- 
sance dans l'équation. 

En multipliant D" par D'", par Q, et par Q', ei' 
divisant D par le produit, on obtiendrait un pûly- 
nônie Q"=(x — c)... etc.... qui serait le résultat de 
la multiplication des facteurs afïiectés de l'exposant a 
dans l'équation. ' 

Enfin, en multipliant D' par D", par Q, par Q'. 
ei par Q", et divisant X par le produit, on obtien- 
drait pour quotient Q'"^::: (a; — ei)... etc., c'est-à- 
dire j le produit des facteui's correspondants aiuC 
racines simples. 

Ainsi, la résolution de l'équation proposée dépen- 
drait de celle des équations partielles 

T)"=o, Q — o, Q" — o, Q"' = o. 
'Je ne pose point Q'=zo, parce que Q' est ici l'tinîtf. ; 

129. Enfin , on remarquera que les racines cfe 
l'équation D"^o sont des racines quintuples de 
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l'équation proposte; que celles de l'équation Q = o 
sont des racines quadrnples; que celles de Q"^o 
sont doubles, et qu'enfin celles do Q"'i^o sont 
simples; ce qui résout la troisième partie du problème. 

i3o. On pent tirer de celte théorie quelques con- 
séquences assez importantes sur U composition des 
équations. 

Remarquons d'abord que si le plus grand commun 
diviseur entre deux polynômes fonctions de x était de 

la forme x — Va, la méihode du plus grand com- 

mtin diviseur devrait le donner, lors mfme qtie y a 
serait incommensurable. Cela posé, il est clair qu'eu 
appliquant cette méthode à des polynômes X, X', 
X", etc., qui ne jen ferment point de coefficients in- 
commensurables, il est impossible qu'aucun des restes 

auxquels on sera conduit soit de cette forme œ—y a: 

cependant, si y a était une racine multiple de l'équa- 
tion X^o, et si le degfé de multiplicité de cette 
racine était plus considérable qfte celui de toutes les 

autres, on devrait obtenir x^-ya pour dernier 
commun diviseur, ce qui implique con Iradictioo. 
D'où il faut conclure que , dans une équation sem- 
blable à celles que nous traitons, qui renfermera des 
facteurs multiples, i" il sera impossible qu'il n'y en 
ait qu'un seul du degré ^, si^ est le plus haut degré 
Ae multiplicité, et si ce facteur correspond d'ailleurs 
à une racine incommensurable ou à une racine ima- 
ginaire, a" Le. bi^oduit de ces facteurs affectés du plus 
haut degré de multiplicité devant être un polynôme 
qui ne renferme que des coefficient entiers, ainsi 
que cela résulte de la méthode du commun diviseur, 
il s'en suit que le produit de toutes les racines affec- 
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lées du plus haut degré de multiplicité sera un 
nombre entier. 

En second lieu, le premier quotient Q, dont nous 
avons parlé, devant être dans le même cas que la 
dernier commun diviseur , nous sommes autorisés à 
tirer les mêmes conclusions pour les racines incom- 
mensurables ou imaginaires dont le degré de multi- 
plicité est moindre d'une unité. 11 en est de même 
pour les racines incommensurables ou imagio aires 
dont le degré de multiplicité est moindre de deux 
unités, et ainsi de suite , jusqu'aux racines simples 
inclusi veinent. 
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r3i. Vjette théorie des racines égales peut encoife 
être exposée de la manière suivante. Soit 

j:'"-l-P,a:'"-' + PV"-'+, etc. +P„ = o, 
une équation donnée, et a une racine quelconque 
de cette étjuation : si nous désignons par u la différence 
qui existe entre cette racine a et l'une quelconque 
des autres, il viendra 

u^a — ar... d'où... u-i-X'=:a. 

On voit que si a: a deux valeurs égales à a, il y 
aura deux valeurs de u égales à zéro , de la forme 
u:^a — a. 

S'il y avait trois racines égales à a, on aurait trois 
valeurs u=^0. Or, si dans la proposée on remplace 
x par u + :r , et que l'on ordonne par rappoit aux 
puissances ascendantes de le, on obtiendra la trans- 
formée 

(j:+«)'"H-P,(:c+«)™-'+P,,(^H-K)"'~"+,etc.+P„=o, 



c'est-à-dire, 

,a:""-^etc. 
te. -4-Pw-. 






I u*-\~e%c.+H^=o. 1 



£n faisant 

a?"+P,y^' + , etc. +Pm = X, 
wiy"— +(/7i-i)P,j:™-'+,etc. = X,, 

!^thzÛ,>f^ + , etc. +, etc. = X„, 

la transformée devient 

') «"'+X„^. «"^'+X,„_a «"'"'-[- , etc. +X^a'-l-X, « +X =ôr 

Cette équation .se réduit sur-leH:hamp au degré 
m — I , parce que X :^ o en même temps que la pro- 
posée avec laquelle il est identique j et il devait en 
arriver ainsi, parce que l'une des valeurs de u est la 
différence a — a de la racine a avec elle-mêmej en 
sorte que l'on a 

(d) «'"-'+X«_,K"'~'+,elc.+X,„K'4-X„a+X,=;o. 

Si deux quelconques des racines deviennent égalef 
entre elles, l'une des valeurs de u dans cette dernière 
équation devra être égale à zéro , ce qui nécessite U \ 
condition 

X, = o. 

Ainsi, lorsque la proposée a deux 
les deux équations 

X=o,X' = o, 
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ont lieu en même temps, c'est-à-dire qu'une mêm^ 
■vaieur x^a satisfait à l'une et à l'autre. Donc elles 
admettent un commun diviseur (x — a). 

Si donc on était assuré de la réciproque de cette 



proposition , 






pour reconnaître si une equa- 



I 



tion proposée admet deux i-acines égales, de former- 
la fonction X', dont la composition est connue; on 
chercherait ensuite le commun diviseur entre X et 
X', et il comprendrait le binôme correspondant à la 
racine a, qui est deux fois facteur, et ne l'est que 
deux fois par hypotiièse. Or, cette réciproque est 
évidemment vraiej car lorsque X et X' ont un com- 
mun diviseur du premier degré x — a, c'est-à-dîre , 
une racine commuue x^a, la suhtitution de cette 
racine dans [d) fait disparaître son dernier terme X'} 
donc, cette équation devient divisible par u; donc, 
elle admet une racine u := o ; donc enfin , la proposé», 
admet deux racines égales. 

Il serait aisé de voir que si les trois polynômes 
X, X', X", admettent un commun diviseur j: — a, 
la proposée admet trois racines égales, et qu'en gé- 
néral, si les n premières fonctions X, X', X", etc. X" 
admettent un commun diviseur [x — a), la proposée 
admet n racines a égales entre eltes. Si au contraire 
il n'y avait point de commun diviseur entre X et X', 
on en conclurait que la proposée n'admet point de 
racines égales. 

i3a. Je n'ai parlé que des racines égales à a; 
mais il est visible que s'il y en avait en outre qui 
fussent égales à 3, le commun diviseur devrait être 
fonction de x~-&, aussi bien que de x — a. Sup- 
posons , par exemple , qu'il y ait a racines égales 
à a, plus {n — /) racines égales à è; les n pre- 
mières fonctions, comme nous l'avons fait voir, 
devront admettre pour commun diviseur [x — «)i 
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et les (n — i) premières admettront (.r — ^) (.î; — «)*- 
De là , touics les conséquences exposées dans les 
n"* 128 et lag, 

i3!l. Je \aia faire connaître une autre méthode par 
laquelle on parviendra à deux équations, dont l'une 
sera le produit des facteurs inégaux de la proposée, 
et l'autre le proiluit des facteurs égaux élevés chacun 
à la première puissance. 

Soit {x-e)"..., (a:— c'j"'..,. (;r-n)'(a?-3)'^o, 

une équation dans laquelle le facteur {^x—e}" corres- 
pond à n racines égales à e; le facteur [x—e')"' à n, 
racines égales à e', etc. et les facteurs (a;— aj, (jt— i), 
etc. , etc. aux racines inégales. 

Si nous formons le développement 

„(:»-.)"-.... («-.)"..... («-»)'(^-*)' 

(A)H-n'(^-^')''~'--'- C^-^)"-" {^-^) C^~*) 
+ (:c-.)-.... (^-e)", [x-i) 

+ (»-.)"■•..(«-«')' {'•:-''), 

en multipliant d'abord le produit de tous les fac- 
teurs, à l'exception du premier, par ce premier fac- 
teur lui-même élevé à une puissance moindre d'une 
unité , et répété n fois ; puis le produit de tous les 
facteurs, à l'exception du deuxième, par celui-ci 
élevé à une puissance «'— i moindie d'une unité, 
et répété n' fois ; ainsi de suite. Il sera facile de voir 
que le plus grand commun diviseur entre la proposée 
et ce développement, est le produit 

{x—ef-\... {x~e'fr\... 

des factenrs correspondants aux racines égales, élevés 
chacun à une puis.sance moindre d'une unité. D'oii 
il résulte que si nous savions quelle opération il faut 



l32 



ss* d'algèsbx.' 



effectuer sur une équalion donnée de la forme 

ar™ + P, je"'"' + P„ a^~'^ + , etc. := O, 
pour trouver l'expression équivalente au développe- 
ment dont nous venons de parler , il suffirait de 
chercher le plus grand commun diviseur entre la 
proposée et cette expression dérivée pour obtenir le 
produit des facteurs correspondants ans racines égales, 
élevés chacun à une puissance moindre d'une unité. 
Or, si dans Tidenlité 
''+Fx"'~'+P„a;"'~^+,etc.+P„— (j7-e)"...(37-e)°'...{a:-aj(a) 
on remplace x par (^ + û), et que l'on développe 
suivant les puissances ascendantes de z ; il sera facile 
de voir que le coefficient de la première puissance 
de z dans le second membre serait justement le dérê- 
loppement (A), et que dans le premier membre le 
coefficient de s serait 

77i;r"'~'+P,('«-i)^"^''+P„{ff!-2):E'"-^-|-,etc.+P™_,. 
Comme les deux coefficients de s doivent être 
égaux, il en résulte que le développement 

m x"'~' + P, i^n. — i) x"'~^ -\- , etc. + r„_, , 
est précisément le produit des facteurs égaux, élevés 
chacun à une puissance moindre d'une unité. Mais 
ce développement se déduit de la proposée en mul- 
tipliant chaque terme par son exposant, et en dimi- 
nuant cet exposant d'une unité. Telle est donc l'ope'- 
ration qu'il faudra effectuer pour trouver cette ex- 
pression, entre laquelle et la proposée on devra 
chercher le plus grand commun diviseur 



(i) Tout ceci avait k\k déjà démontré d'une autre manière, 
n" 128 : je ne donne ici celte seconde démonstration que 
jMjor exercer l'esprit. 
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I Ce polynâme égalé à zéro , fournissanr une équatioa 
^qui ne se prêterait facilement à la résolution que 
dans le cas où les degrés n^,n'... de multiplicité des 
racines égales seraient t 
nable d'en obtenir une autre dans les cas où cela 
n'aurait pas lieu. C'est ce à quoi l'on parviendra a 
ment, en divisant d'abord la proposée par (D). I 
quotient sera 
J:r-^)-...(a:-^')"-...(:^-^.)(^-i) 



(j:-e)'^'.,.. (;!>-«')",■ 



= («-^)...(» 



c'est-à-dire, le produit de tous les facteurs corres- 
pondants aux racines inégales, par ceux qui corres- 
pondent aux racines égales , élevés chacun à la première 
puissance. 

Enfin, pour distinguer les racines égales, il est à 
propos d'avoir une équation qui ne renferme qu'ellesi 
On y réussira çn cherchant Iç plus grand coninii 
diviseur entre D et Q, ce qui donnera 



iiuin 



I Si l'on divise ensuite Q par D, , o 
lo tient 

i^ = {a,~.a){a:-b).... 



poui'l 



^Muoti. 

^^^'est-à-dire , le produit de tous les faeteiu-s correspoQ* 1 
dants aux racines inégales. Ainsi, la résolution de la f 
proposée ne dépend plus que de celle des équation* I 
D'^^o, Q'=ro, qui ne contiennent l'une et l'autre | 
que des racines inégales entre elles, ' 

134. Il est visible que cette méthode offre beau- 
coup moius de calcul que la première, lorsque le 1 
degré de multiplicité des racines est plus grand que 4» 
puisipi'au lieu de 5 ou 6, etc. recherches successive^ 1 
du commun diviseur, on n'en a que deux avec deiiz4 
divisions; elle n'en otfre jamais davantage, car daii|»l 
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le cas où le degré de multiplicité des raclnea serait 2, 
on obtiendrait D' par la première recherclie du com- 
mun diviseur. Mais elle ne fait point connaîti-e le 
degré de multiplicité des racines : on pourra donc 
l'employer toutes les fois que l'on ne tiendra point à 
connaître ce degi« de multiplicité ; mais dans le cal 
contraire , il faudrait nécessairement suivre la marche 
du n" 



DIX-SEPTIEME LEÇON. 

Résolution d'une équation numérique qui ne contient 

pas de facteurs multiples. 

i35.V^rT voit, par ce qui précède, que l'on peut 
faire dépendre la résolution d'une éqnation numé- 
riqne quelconque de celle de plusieurs équatidïis 
partielles qui n'admettent plus de faneurs multiples, 
n nous reste donc a exposer les procédés que l'on 
suit pour résoudre une équation numérique de cette 
dernière classe. 

Nous avons indiqué, n" iï5, une marche qui ferait 
connaître toutes les racines incommensurables avec 
une approximation déterminée. Mais pour suivre celte 
marche, il faudrait avoir une quantité 5 égale à la 
plus petite différence des racines , ou moindre que 
cette différence miiiima. Occupons-nous donc de la 
recherche de celte quantité S. 

A cet effet nous observerons que si l'on pouvait 
composer, sans connaître les racines de la proposée^ 
une équation dont les racines fussent les différences 
qui existent entre celles de la proposée, on pourrait 
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KÛémcnt déterminer , non la plus petite dif^reoce 
«Ue-méme, puisque cela exigerait la résolution de 
l'équation aux ditférences, mais une quantité moindre 
que toute différence, ce qui ne suppose que la con- 
naissance des limites des racines. Ainsi, la question 
est ramenée à trouver le moyen de former, sans con- 
-lï^tre les racines d'une équation X^ro, une autre 
'équation dont les racines soient les différences qui 
existent entre les racines de la proposée X:=o. 

i36. Pour y parvenir, supposons pour un instant 
que l'on connaisse une racine a de l'équation X:^o, 
ou a7"'+P,;c''^*+etc....-f-P™:=o : il sera facile 
de trouver une équation qui admettrait pour racines 
les différences entre cette racine connue a et diacune 
des autres. Il suffira, pour cela, de i-emplacer x par 
a-\-y- car la relation x ^=^ a -\- y Aonne y ^ x — ffl ; 
d'oii l'on voit que les valeurs de^j' dans la transformée 
seraient les nombres a — a, b — a, c — a, etc., si a, 
6, c, etc. étaient les racines de la proposée. L'incon- 
nue^ serait lacteur dans cette transformée, piùs^'il 
y aurait une racine _;'=:a — a égale à iéro,-"ei en 
supprimant ce facteur^, on aurait une équation qui 
ne renfermerait plus que les (wi— i) différences de 
la l'acine a avec chacune des autres. 

Si l'on effectue la substitution de a+y au lieu 
de .r, on obtiendra 



3/ + etc...+_|'"=^o, 

A étant un polynôme composé en a comme X lest 
en .r, et A', A", etc. en étant les dérivées succes- 
sives, A peut Être considéré comme égal à zéro , 
puisque a est, par hypothèse, une racine de l'équa- 
lîon X;=o, ce qui ramène cette transformée à 



A" A'" , 

Ar+ T-^ •"*" 173-^ "^ 



etc.... -i-y 



-o, 
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où l'on Toil que^ est facteur, comme nous l'avions 

prëvu. En supprimant ce facteur, l'équation se réduit 

enfin à 

A" A'" 

(')"-A'+— r+^j'+etc... +7" ' = 0. 

Telle est donc l'équation dont les racines seraient 
les (m — 1) différences d'une première racine a de 
la proposée avec chacune des autres. 

Cela posé , il est clair que l'équation qui aurait 
pour racines les (m — i) différences d'une seconde 
racine l> avec chacune des autres, serait 

(a)...B' + — jK^^- ~j''+ etc.... +j-"-' = o, 

B' étant un polynôme fonction de ^, et composé en t 
comme A' l'est en A , c'est-à-dire , comme X' l'est 
en X ; B" étant le polynôme dérivé du premier ordre 
de B', c'est-à-dire, un polynôme compose en è comme < 
X" l'est en x, et ainsi de suite. 

On reconnaît également que ^équation 

(3).„C' + — ^ + ^ j''+ eu;.... +^"-' = 0, 

aurait pour racines les (m — i) différences de la ra- 
cine c avec chacune des autres, et ainsi de suite. 
Or, l'équation (i) se déduit de l'équation I 

X" X'" 

(rf)... X'+ — jr+ ^r'+ etc....+jr'^'=o 

en j- remplaçant x par a. De même, les équations 
(2} , (3) , etc. , sont ce que devient cette même équa- 
tion H' -\ ^ = etc.... ^ o, lorsque l'on y rem- 
place X par les racines successives l>, c, etc. de X=o. 
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D'où il suit que l'équation (d) fournirait successive- 
meni toutes les différences des racines de la proposée 
X^o, si l'on connaissait ces racines, et si on les 
substituait l'une après l'autre au lieu de a: dans cette 
équation (rf). 

D'après cela, il est aisé de trouveijëquation aur 
différences, qui ne doit pas renfermer d'autre incon- 
nue que_^; et il sufSra pour cela dclirainer x entre 
les deux équations X:^o et (</), puisque l'équation 
finale en y devra admettre , comme on le sait , toutes 
les valeurs de j- qui font partie des couples com- 
muns, et que ces couples communs sont , en repré- 
sentant par a, è, c, etc., les racines de la proposée, 

i — a a:=.b\y=^a — B etc., etc. 

i — a =d—b 

I etc. 

e cela résulte de ce qui vient d'être dit ; et puis» 
que d'ailleurs il n'en existe pas d'autres , comme on 
le reconnaît aisément. , 

Soit proposé, par exemple, de calculer l'équatioa 
aux. différences de l'équation 

on aura 

X' ^ 337' — 8x+5, 




ainsi, l'équation (rf) sera 

{3«'— 8^+5J + (3* — 4)7+^' = 
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Il faudra donc éliminer x entre cette équation 
l'équation X^o : à cet effet, on ordonnera d'abord 
{à') par rapport à x^ et l'on ti'ouvera pour équation 
aux (lifft 



i et ] 
lord \ 



^f~ 18/^ — 91^+532 — 0. 

Il est bon cle remarquer, pour abréger ce calcul 
de l'équation aux différences, qu'elle serait la même 
si l'on augmentait ou diminuait chaque racine de U 
même quantité. D'après cela, il sera permis de com- 
mencer par faire disparaître le second terme de la 
proposée avant de la soumettre au calcul dont nous 
venons de parler. 

i3j. On voit que cette équation est d'un degré 
marqué par 6^^3(3— i), et qu'elle ne renferme que 
des puissances paires. On petit dire que le degré de 
l'équation aux différences sera toujours m{m — i), et 
que cette équation ne renfermera qrie des puissances 
paires : en effet , le nombre des différences est le 
même que celui des produits difiéients de deux lettres 
que l'on peut faire avec m letti-es; en second lieu, 
toutes ses racines sont égales deux à deux an signe 
près, puisque si d-^a — h est une différence, il en 
existera une autre b-^a-=:^- — rf, en sorte que l'équa- 
tion qui donnerait toutes l(i| différences des racines 



delà 



proposée, et qui ne 



étrangers , serait de la forme 
c'eat-à-dire. 



idrait pas de facteurs 



d:)... 



b-'—d') {j'—d") elc... =0, 
ou bien eniin, 
(D)...7"<"-''+(if"<"-''^'+Rr"'"-''-'+elc.s+%'+' 
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Mais comme il arrive tiès- fréquemment que l'équa- 
tion finale résultante de l'élimination de x entre deux 

équations telles que X^o, X'H 3r-\- etc.... + 

_^~'^o, se trouve compliquée de facteurs étran- 
gers, nous ne sommes pas autorisés à concluie que 
l'équation aux iliHéivnces fournie par cette élimina- 
tion sei-a de la forme (D). Nous ne pai'lerons dans ce 
qui suit que de la véritable équation aux différences. 

i38. De là résultent ces diverses conséquences : 

1° L'équation aux différences donnera le même 
résultat par la substitution d'un nombcp négatif — ]S^, 
que par celle du nombre positif -t- N ; car les puis- 
sances paires de — N sont positives et égales aux 
puissances du même ordre de + N. 

2" Tout nombre plus grand que les racines néga- 
tives seia aussi plus grand que les racines posilives, 
et réciproquement. Ainsi, le plus grand coëfGcient 
négatif, augmenté de l'unité, pourra êti-e considéré 
comme plus grand que toute racine. C'est d'ailleurs 
ce que l'on reconnaît encore en observant que pour 
avoir une limite supérieure des racines négitiives, il 
faut changer les signes des termes affectés de puis- 
sances impaires, et prendre le plus grand coefficient 
négatif de l'équation transformée, aiigmentéde l'unité; 
or, cette transformation ne produira aucun change- 
ment dans l'équation aux différences , et en général 
dans toute équalion dépourvue de termes affectés 
d'exposants impairs; d'où il suit que le plus grand 
coefticient négatif sera le même que dans la proposée. 

B" Les mêmes raisonnements et les mêmes consé- 
quences s'appliqaent à la limire inférieure. 

4" Si le dernier terme de l'équation a 
est égal à zéro, il en faudrait conclui 
deux différences a — i^o, b — a^o, c'est-.Wire, 
que « = i , ou que la proposée renferme deux r 



ï différences 

! qu'il 
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égales. Réciproquement, si la proposée contient deux 
racines égales , le dernier terme de l'équatioD aui 
différences sera zéro; car l'hypothèse a=:è donne 
a — l/=^o, et è — a=:zo, c'est-à-dire , deux valeurs 
de j- égales à zéro. 

Si les deux derniers termes sont égaux à zéro, il 
en faudra conclure qu'il existe dans la proposée deux 
couples de racines égales a^=i, c^=.d, car l'équa- 
tion aux différences étant alors divisible par^', elle 
admet quatre racines égales à zéro , ce qui ne peut 
provenir que des égalités a-=^b, c'=d. On n'aura 
point en même temps az^c, si le terme en^* n'esï 
point égal à zéro; car cette hypothèse a-=^c donne* 
rait encore deux difl'érences nulles a — c et c — a, 
ce qui introduirait six racines égales à zéro ibns 
l'équation. La réciproque est également facile à voir: 
on peut étendre ces considérations aussi loin qu'on 
voudra, en observant toutefois que si le dernier terme 
était kj-", il pourrait y avoir trois couples dç racines 
égales a^=b, c=^d, e^=^/-, ou bien trois racines 
égales entre elles a^^b-^c , et ainsi de suite. 

5" Le degré de l'équation (D) peut facilement être 
réduit de moitié : il suffit pour cela de poser _^';^:; 
et l'on aura, en représentant les nombres eutierï 
consécutifs , 

— i i-. — ï ■ '- - ■ ptc.... nar Jt. n. — r.( 



(Q)... E''+Qz"-'+R;''-^ + etc.... + S= + T=o, 

équation dans laquelle les valeurs de z sont les cain^ 
de celles de y, et conséquemment les carrés des dit 
férences des racines de la proposée : à chaque valew 
s^(/', correspondront deux valeurs àe y^j-z^^i. 



6° Lorsque m ^ 3 , 



'(»— ) , 



U3: 



et lorsque v 

que la proposée est du troisième degré , l'équation 
aux cai'rés des différences est aussi du troisième de- 
gré, et lorsque le degré de la proposée surpasse 3, 
l'équation aux carrés des différences est d'un degré 
plus élevé que cette proposée. La résolution de l'équa- 
lion aux carrés des différences offrirait donc plus de 
difficultés encore que celle de la proposée , et il en 
serait de même , a fortiori, de l'équation aux diffé- 
rences. Aussi n'avons-nous pas cherché à former ces 
équations auxiliaires pour les résoudre, mais unique- 
ment pour déterminer une quantité moindre que 
toute différence des racines de la proposée, et cette 
recherche ne peut offrir aucune difficulté , lors 
même qu'il y aurait des facteurs étrangers ,■ car on 
sait que le dernier terme de l'équation aux diffé- 
rences, divisé par ce dernier terme, augmenté du 
plus grand coefficient de signe contraire , sera plus 
petit que toute différence. 

1 39, On peut avoir , pour l'équation aux différences, 
une limite inférieure plus considérable que celle qui 

P 
est donnée par la règle générale. En effet, soit =^ la 

limite que fournil cette règle générale , lorsqu'on 
rapplique à l'équation aux différences, de telle ma- 
nière que l'on ait 

P 

: Si Ion fait attention que les coefficients de l'équa- 
tion aux carrés des différences sont absolument les 
mêmes que ceux de l'équation aux différences, on 
Kconnaitra aisément que la même règle , appliquée k 
l'équation (Q) , donnerait aussi 
P 
= >M' - 
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son équation aux différences, et la limite inférieurs 

P 

des racines de cette équation aux diâerences. Soit =ji 

cette limite ; on fera x = yp\ » O" plutôt a'^ =, 

N étant le nombre entier immédiatemerit au-dessuj 

M . 

demandée j car ses racines étant N fois plus grandes 
que les racines correspondantes de la proposée^ 

comme on le voit par 

renées de ces racines seront aussi N fois plus grandei 
que les différences des valeurs de x : or, ces demîèrei 

P 

différences étaient toutes plus grandes que ^ ; donc 

les nouvelles différences seront toutes plus grandes, 

P M P 

que Nx jTj, etj a fortiori, plus grandes que w ^ ïïf 

M 

= I , puisque N est plus grand que =- 

Il est à remarquer que cette transformation donnei 
au premier terme un coefficient autre que Tunité;' 
mais c'est en soi-même une chose fort indifférente,, 
attendu que la méthode de Lagiange s'applique éga- 
lement à ce cas. 




•■ Lagrange pour approcher i 
inconvn etisurables. 

i4a. Soit Py"+P,:ir"~'+P„Li;'''~^+ ... . etc.... 
H- Pm^o, OH plus simplement X^i^o une équation 
dans laquelle on connaisse la partie entière a d'une 
racine réelle: il s'agit d'approcher de cette racine, à 
moins de telle grandeur que l'on voudra. 

A cet effet , on observera que cette racine peut être 
représentée par la formule a-\ — , pétant un nombre 

incommensurable et inconnu, plus grand que l'unité, 
puisque a est la partie entière. D'après cela , on i-em- 

placera x par a-\ — dans la proposée , et l'on obtien- 
dra une transformée en^, que nous désignerons par 
Y^o, qui admetira nécessaiiement une valeur de^ 
positive et pUis grande que l'unité, mais qui «'en sau- 
rait admettre plus d'une ; car s il en existait deux, a et S, 

la proposée X:^=o aurait deux racines x'^a-\ — , 
a:=:a+ g, dont la différence serait plus petite que 

l'unitë, ce qui est contie l'hypothèse. Or, c'est une 
observation générale à faire , que ta recherche de l'équa- 
tion aux dilTérences devient inutile toutes les fois que 
la proposée n'admet qu'une seule racine réelle positive, 
et il suflil aloM, pour obtenir la partie entière de cette 
racine, de siftjsiituer les nombres entiers 1,2, etc., 
jusqu'à ce que l'on en trouve deux qui donnent des 



t^G LBÇOMS d'aLCÈBBE. 

l'ésuttats de signes contraires (i). On sera donc dis- 
pensé de calculer lequalion aux diiférences de cette 
transformée , ce qui est d'un très-grand avantage. 

Lorsque l'on aura trouvé la partie entière ^ de la 
valeur de^, on remplacera jr par li -i — dans Y;=;o, 

et l'on obtiendra une nouvelle transformée en s, 
Z::=;o, qui admettra nécessairement aussi une racine 
positive et plus grande que l'unité, mais qui n'en 
admetti'a qu'une. Il sera donc inutile encore de cal- 
culer l'équation aux différences de cette transformée, 
pour déterminer la partie entière c de la racine > 
et il suffira de substituer successivement les nombres 
entiers i , 2 , 3 , etc. , jusqu'à ce que l'on en ait 
trouvé deux qui donnent des résullats de signes con- 
traires , ainsi de suite. Par ce moyen , on développera 



1 



la valeur de a: en une fraction continue; 



par 



quent on pourra en approcher d'aussi près qu'on I 
voudra, et juger de l'erreur que l'on commettrait « 
s'arrêtant à telle ou telle fraction principale, {f^o/ 
première partie , leçon sur les fractions continues] . 

143. Nous ferons plusieurs remarques importHntej,J 
dont les deux premières tendent à simiflifier l'applîi 
cation de la méthode. 

1° Les transformées se déduisent les unes des 
d'une manière tresfacUe. Car on sait que k substl 
tution de a~\- y au lieu de x dans l'éqi 



(i) Cette remarque est aussi applicable aux î 
qui n'admettent qu'une racine réelle négative, ei 
qui n'en admettent que deux , l'une positive et l'au 
tive. Nous verrons plus loin des exemples où l'ot 
mettre à profit. 
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Px" + P,x'"^'+ etc +P„^D, donne 

Ah ^H-— jr*+eic — -\-Pj"^o, 

d^où il suit que la substitution de a-i — au lieu de 
X doit donner 



A + A'x - + - 

7 I 



P 



A étant un polynôme composé en A comme X l'est 
en ar ; A' étant le polynôme dérivé du premier ordre ; 
A" le polynôme dérivé du second ordre, eic. Or, si 
l'on chasse les dénominateurs , il vient 



=Ay^~t 



-y"-'H- — y^' + etc....+P=o. 



par la même raison, lorsque l'on aura tiré de cette 
équation la partie entière è de la seule racine positive 
et plus grande que l'unité, et que l'on substituera 

i+ - au lieu dej-, on aura pour la nouvelle trans- 
formée 



Bz' 



'+etC....+A::=0 



B' étant un polynôme numérique composé en è , 
comme Y l'est en y, et B', B", etc. en étant les dé- 
rivés successifs; ainsi de suite, 

2". Si deux équations transformées ont la même 
racine plus grande que l'unité, auquel cas on pourra 
conclure que la iialeur de x est développable en une 
fraction continue périodique, il sera possible de déter- 
miner cette racine exactement ; elle sera donnée par 

B équation du second degré, dont les deux racines 
tendront également à laproposée. 
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On conçoit combien ce théorème a d'importance, 
|)uisqu'il pourra servir à abaisser le degré de l'équa- 
tion de deux unités. Pour le démontrer, supposons 
qu'une valeur de x soit de la forme 



X 



q+ I 



q 4- etc. 

Et observons que Ton aura 

I 

"* X 

puisque la suite indéfinie q H est égale à x. 

Or, cette équation est la même chose que af" — qx 

— I = o , et donne j: = - it - l/y'— 4 • ce qui éta- 

^ ja 

blit le principe pour le cas où la première trans- 
formée admet la même racine que la proposée. 

Supposons , en second lieu , que la période renferme 
plusieurs fractions partielles : représentons les déno- 
minateurs de ces fractions partielles par X:, /, m, . . . . 
5, t^ et désignons par a la partie entière, de tell^ 
manière que Ton ait 



*=«+^ 



7TO + I 

P+l 

q+l 

r-f-ï 

s+ i 

t+l 

^+ete» 
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Il est clair que cette égalité revient à celle - ci : 

I 



a 



Â^+I 



/-hi 



m+i 



/i+i 



/?+i 



y+i 



r+i 



Et Von voit qu'en chassant les dénominateurs on aurait 
une équation du second degré en x. D'ailleurs, si 

Po 

pour plus de facilité, on représente par -rr- la frac- 

tion convergente qui renferme - pour dernière frao- 

tion partielle , et par -~ celle qui se termine à - ; on 
aura, n° 149, i*^^ partie, 

_ P^ (t+x—a)-{'Po 

équation du second degré en x. 

Pour passer de suite au cas général , supposons 
que A*, /, A7Z, ... . 5, tj soient les dénominateurs suc- 
cessifs des fractions partielles non périodiques , et 
que z soit la quantité équivalente à la fraction pério- 
dique. On devra avoir l'égalité 

P.^-hPo 



X 



X 



Q.^-hQo' 



P 

en représentant par x la fraction totide, par — la 
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fracIJOD «xmTcrgente qui » 



e termine à la fraction par* 

tielie dont le dénominnteur est t, et par — la fractioii 

convergente dont la dernière fraction partielle a s 
pour dénominateur (n" i49) I" partie). Or, il suit 
de ce qui vient d'être démontre que s est susceptible 
de deux valeurs. 11 en est donc de même de x ; donc, 
X doit être donné par une équation du deuxième 
degré : le calcul est facile à faire. 

Ainsi, toute fraction continue dans laquelle il existe 

e période qui se reproduit indéfiniment, est une des 
deux racines d'une équation du second degré. 

Donc, comme nous l'avons déjà dit, lorsque Ttine 
quelconque des transformées successives Y^o, Z^o, 
T=ro, etc., admettra la même racine que l'une des 
équations gui l'auront pivcédée, on pourra conclure 
que la proposée peut être abaissée à un degré moindre 
de deux unités ; et pour y parvenir, il faudra trouver 
l'équation du second degré propre à donner la valei 
de la fraction continue, puis diviser X par le premi 
membre de cette équation a^'\-mx + ii-=z^o: la dî" 
«ion réussira, d'après les principes des n<" 4 
et 147. 

11 n'est pas besoin de dire que nous entendoi 
parler ici de la racine tout entière, et non du pli 
grand nombre entier qu'elle comprend. Ainsi, par 
cela seul que deux des équations X = o, Y ^:o, 
donneraient les mêmes nombres entiers pour w 
leurs approchées des racines , il ne faudrait pas 1 
dure que ces lacines sont les mêmes : ce ne si 
qu'un indice propre à faire soupçonner qu'elles 
; et l'on devrait, pour s'en assurer, examina 
les polynômes qui composent les premiers membi 
ont un commun diviseur. Dans le eus où les raci 
seraient en effet égales, le ccmimun diviseur serait 



1 
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second degré ; et lorsqu'on Tauraït trouvé , la racine 
cherL-hée serait donnée avec sa conjuguée d'une ma- 
nière estrêntement simple par l'équation du second 
de^ré. 

Voyez, n° 187, note troisième, oii l'on démontre 
que, réciproquement, toute racine réelle d'une équa- 
tion quelconque du second degré Ax'+px-t- q=:o 
étant développée en fraction continue , donnera une 

fraction continue périodique. 

3° Le |)riiicîpal avantage de la méthode de La- 
grange , celui qui lui donne une supériorité incon- 
testable sur toutes les autres méthodes d'aproximalion , 
consiste en ce qu'elle fournit l'approximation la plus 
rapide. 

' Pour le prouver, nous ferons voir 1° que toute 
fraction principale est irréductible ; 2° qu'il ne peut 
point y avoir de fraction , plus approchée de la valeur 
de X que deux fractions principales consécutives , qui 
puisse tout-àrla-fois être comprise entie elles, et ex- 
primée en termes plus simples. 

i" Toute fraction pri 

effet, si P et Q avaient un commun diviseur, ce 
nombre devrait diviser aussi le numérateur PQ^ — 
P„Q de la différence de cette fraction à celle qui la 
précède, puisqu'il diviserait chacun des deux termes 
PQq et PoQ de l'expression de ce numérateur. Or, 
on sait que PQ„ — PqQ = tt i , (n" i5i , première 

p 
partie); donc, - est irréductible, 

a° j^ucune fraction comprise entre deux fractîom 
principales coméculives ne saurait être exprimée en 

termes plus simples. Car soit -^ cette fraction , de ma- 



nière tjue l'o 



i.Econs daigebus. 



./'Q. 



La différence entre 



^o 



, on tleviail avoir 



Q 



P n 
De même, la différence enire y. ^^ -, devant être 



moindre que celle de 



q; q 

''Q 



on devrait avoir 



QQo' 



abstraaion faite du signe. Mais les nombres ra, QoV 

P^ el ^/, sont- entiers ; ainsi, les numérateurs "Qq- 

V^d, /iQ — P</, des premiers membres de ces inéga* 

lilés ne peuvent pas être moindres qnc l'unité. 

première donne donc (/Q„ > QQr) , c'est-^'i-dire, i/>Q'j 

et ta seconile donne '^Q>QQii, cesi-à-dire, i/>Qij. 

D'où il suit que le dénominateur de toute fractio)lf 

PP. 
qui serait > ^ et < -^ doit être plus grand que c 

cun des dénominaieurs Q„ et Q ; il en est donc i 
même du numérateur. Ainsi, le princijie est àéf 
montré, 

La conclu.'îion qu'il faut tirer de-là est que la i 
thode de M. de Lagrange donne successivement touts 
les fractions irréductibles qui approchent de lavaleiU 
de l'inconnue avec le plus de rapidité possible. 
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4" Chacune des transformées Y^o, Z = o, 
T=o, etc., ne peut admettre quune racioe posi- 
tive plus grande que l'unité, comme nous l'avons dit ; 
d'où il suit que toutes les autres racines sont plus 
petites que l'unité , ou négatives, ou imaginaires. 

Proposons -nous d'examiner à quelles racines de la 
proposée peuvent correspondre ces diverses racines 
des transformées; et considérons d'abord l'équation 
y^o. Il est clair que toute valeur de y positive, 
moindre que l'unité, correspond à une valeur de a; 
dont la partie entière est plus grande que a; que 
toute valeur négative de j' correspond à une valeur 
positive de x dont la partie entière est plus petite 
«jue a, ou à une valeur négative; et qu'enfin toute 
, valeur de^ imaginaire correspond à une valeur de Jr 
imaginaire. Quant à la transformée Z=20 qui déiive 

de la substitution r^^^H — , faite dans Y=::o, subs- 
titution qui équivaut à celle de x^a+ — ■ — , dans 

la proposée ; il est clair que les valeurs de z positives 
et plus petites que l'unité correspondraient aux va- 
leurs de y positives dont la partie entière serait plus 
grande que 6; et comme il ne peut point y avoir de 
valeur de _^ de cette nature, puisque la transformée 
Yzrro ne doit admettre qu'une racine positive plus 
grande que l'unité, il s'en suit que l'équation Z = o 
) n'admettra pas de racines positives plus petites que 
!■ IVnité. Ses racines négatives peuvent correspondre, 
1° auï valeurs positives de j' dont la partie entière 
est plus petite que b, c'est-à-dire, aux valeurs de_7' 
moindres que l'unité , lesquelles correspondent elles- 
mêmes aus valeurs de x positives et plus grandes 



que (o-f-r); a" aux valeurs négatives de 7*, c'est-à- 
dire, ou à lies valeurs de ar moindres que a, ou à 
des valeurs de x négatives. Enfin, les racines imagi- 
naires de cette éfjuaiion Z=^o correspondent ëvidem- 
nient à des racines de la même espèce dans Y^o et 
X::r=o. On pourrait pousser cet examen aussi lom 
qu'on le voudrait, s'U était plus utile, 

i44- Ce que nous avons dit est suffisant pour mettre 
le lecteur en état de résoudre une équation numé- 
rique de la forme y"+P,^'"~'+P„:c"'~'+elc 

-I-Pm:=o. On verra, dans les leçons suivantes, que 
l'on peut résoudre certaines équations particulières 
par des moyens beaucoup plus expéditifs ; mais il est 
:iussi d'autres équations pour lesquelles on est abso- 
lument obligé de recourir aux procédés ci-dessus. Je 
vais donc supposer que l'on donne à résoudre une 
équation de cette classe, et tracer dans le résumé 
suivant la marche des calculs qu'il faudra faire. 

1° On examinera si l'unité prise en + ou en — 
est une racine de l'équation. 

2" On cherchera les diviseurs entiers du derniei' 
terme ; on leur fera subir l'essai qui doit feire con- 
naître ceux que l'équation admet au nombre de sei 
racines. 

3" Ou divisera le premier membre X de l'équation 
proposée par chacun des facteurs [x~a), x~b)^ etc., 
coiTes pondant s aux racines entières , autant de fois 
que possible. On reconnaîtra par-là le degré de mul- 
tipUcité de chacune de ces racines, et l'on n'aura phu 
à résoudre qu'une équation I:^=o, qui ne contiea- 
dra aucune racine commensurable. 

4" Si le dernier terme et le coefficient de l'avant- 
dernier, dans cette équation Ir^o, n'admettent pas 
de commun diviseur, on conclura avec raison qu'il 
ne peut point y avoir de racines égales autres que les 
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racines imaginaires de l'unité; mais on ne sera praol 
en droit de conclure que l'ccjnarion ne renferme pas 
de racines cgales de cette dernière espèce. Cependant 
on pourra Iraiter cette même équation comme si elle 
ne renfermait pas de racines égales, quant à la re- 
cherche des racines incominensurahles , pubqn^on 
aura la certitude qu'elle ne comprend pas de racine» 
incommensurahles cgales. 

Mais si le dernier terme et le coefficient de lavant- 
dernier ont un commun diviseur, rien n'annoncera 
qu'il n'existe pas de racines réelles égales. Pour s'en 
assurer, on cherchera le plus grand commun diviseur 
entre les polynômes I et I'. Si l'on n'en trouve pas, 
on sera certain que I ne renferme point de factenrs 
réels multiples, et l'on pourra appliquer de suite les 
procédés relatifs à ce cas. Mais s'U en existe un, oh 
conclura qii"i\ j a des racines égales dans l'équation 
I:^o; rien ne prouvera cependant que ces racines 
sont réelles; mais dans l'inceriitude il deviendra né- 
cessaire de décomposer l'équation en équations par- 
tielles qui renferment les mêmes facteurs, ei ne le» 
contiennent qu'au premier degré. On emploiera dès- 
lors Tune ou l'antre des méthodes n"* laS et l33, 
selon que l'on voudra ou que l'on ne voudra pa» ; 
connaître le degré de multiplicité des 



5° Dans tous les cas, il ne s'agira plus que de ré- 
soudre une ou plusieurs équations qui ne compren- 
dront j)Ius de facteurs réels multiples. Soit donc Ê^o 
.cette équation, ou l'une de ces équations. On la trans- 
formera d'abord en une autre qui manque du second 
ternie t aGu de rendre le calcul de l'équaiion aux 
iifiërenccs plus facile. On calculera ensuite cette 
équation aux différences ; on déterminera une quan- 
tité moindre que toute différence des racines. 
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6" A l'aide de celte limite inférieure des raciiies ' 
de l'équation aux différences, on transformera l'équa^ 
«ion £ ^ o en une autre dont toutes les racines aient 
entre elles des différences plus grandes que rnnité. 

7° Soit r=^o cette transformée: on y suLstitueia 
successivement les termes de la série des nombres 

entiers positifs o, i, t, etc L, L étant la limite 

supérieure des racines positives de celte transformée; 
et toutes les fois que deux termes de cette série don- 
neront des résultats de signes contraires , on appli^ 
quera la méthode d'approximation de Lagrang'e. 

8" Lorsque l'on aura ainsi déterminé les raleius 
approchées des racines positives de la transformée 
F = o, on déduira celles des racines positives de 1& 
proposée E^o, par le moyen de l'équarion de rela- 
tion que l'on aura établie entre l'inconnue de E^o 
et l'inconnue de F^o pour passer de la premiàv 
de ces équations à la seconde. 

9" Pour déterminer les racines négatives de E^o, 
on cherchera de même celles de F^^^o; et pour 
trouver ces dernières, on changera les signes des 
termes affectés de puissances impaires de l'inconnue. 
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Recherche des 



racines imaginaires. 



145. V-iOMME le procédé que l'on emploie pour 
cette recherche suppose 1" que les racines imagi- 
naires sont toujours de la forme a-i-è\/'ZZ^, et a** que 
s'il en existe une a + b l/ITT dans l'équation , il 
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en existe nécessaii'enient une autre de !a forme 
a — ^|/^; il convient avant tout de démontrer ces 
deux principes. Nous établirons d'abord le théorème 
suivant, donné par M. de Laplace. 

Tout polynôme de la Jiinne x"'+ P,x™~' etc. , dont 
on suppose que les earposants sont des nombres entiqrs 
positifs, et que Us coefficients sont entiers, est décom- 
posttbte en facteurs réels du second degré, tels que 
x'+A:i + B; e» sorte que l'on a a:" -+- P^ir™"' 
-h etc.... ^(^'4-Aj: + B) {x'+ A';f+ B') etc.... ou 
y"+P,.ï^— +etc... = (.ï— (/) [x-+\x+B) {x-+ 
A'jT + B'J etc...., selon que m est pair ou impair. _ 

Ce principe sera évidemment démentre , si l'on 
prouve que tout polynôme de degré pair admet un 
diviseur de cette espèfe, lors même que son dernier 
terme est positif. Pour parvenir à ce dernier point, 
nous remarquerons que le degré m. peut être un 
nombre simplement pair, ou une fois divisible par 2, 
doublement pair ou divisible par 2X2, et ainsi de 
suite. 

Cela posé, prenons d'abord un polynôme dont le 
degré soit simplement pair. Les facteurs du second 
degré, dans ce polynôme comme daus tout autre, 
proviennent de la multiplication des facteurs binômes 
simples [x — o), [x — i), etc.. ; ainsi , ils sont de la 
forme x' — [a^b)x + ab. Il faut donc démontrer 
que parmi les racines «, b, c, etc., d'une équation 
de degré simplement pair, on peut toujours en trou- 



r deux dont la somme 1 



iroduit soient réels. 



A cet effet , observons qu'il est possible de former 
une équation dont les racines soient des fonctions de 
celles de la proposée de la forme z:=^{n-\-b) + ab, 
z:^^(n+c) + (w, s:^(é4-c) +éc, etc. : il suffit, pour 
O^f de poser ffl"''f-P,a"'~'+. ... etc. .., = 0, b'"-^ 
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P,A'''~'+ etc....=:o, z:=:a-\-è-i-al/, et d'éliminer 
a et i entre ces trois épations. L'équation en ;; à 
laquelle on parviendra , et que je désignerai par Z 
sera l'équation demandée; de plus cette équation 



du. degré - 



, puisque le nombre des combi- 



naisons de cette espèce que l'on peut former est érip- 



demment 



,(m 



■■). 



enfin cette équation n'admettra 

que des exposants entiers et des coefficients ration- 
nels , comme cela résulte de la nature même du calcul 

qui doit y conduire. Cela posé , le nombre — ^ 1 

est impair lorsque m est simplement pair : donc, cette 
équation Z :=r o admettra au moins une racine réelle. 
Supposons que cette racine soit a + l/-hai. 

De même l'équation dont les racines sont a + t 
+ 3a6, a-i-c-i-ïoc ^ etc., et que je désignerai par 
Zj^o, admettrait au moins nne racine réelle. Si 
cette racine était a + li + 2aii , il serait aisé d'en 
conclure que a + S et ab sont des quantités réelles; 
car des deux égalités a-\-li+ab:=.m , a-\-li+iab=^n , 
il résulterait a + i^zam — n et ab:=^n — m. Le théo- 
xéme serait donc démontré ; mais rien ne prouve que 
la racine réelle de l'équation Z,^o sera précisément 
« + i + 9<3i. On lèvera cette difficulté si l'on prouve 
que dans les équations successives 'Lz=o, Z,^0). 
Zin^o—etc...., que l'on peut former comme les deux 
premières , il y en aura nécessairement deux dont lef 
racines réelles seront des combinaisons des mémeï 
racines de la proposée. Or , supposons que cela n'arrive 

premières ; cela devra arriver de» 



pas dans les 
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puisque cette nouvelle équation ne pourra point 
pour sa racine réelle une quaniité formée avec de 
nouvelles racines de la proposée. Soient donc c et d 
les peines de la proposée qui fournissent deux com- 

I binaisong réelles, de telle manière que l'on ait 

^Br c + d+Mcd=K 

^^^ c + d+Ncd=n, 

I M et N étant des nombres entiers qui désignent le 
rang des équations dont ces fonctions éiaient racines, 
et K, R étant des quantités réelles : il est clair que 
l'on tirera de ces égalités des valeurs réelles pour 
a + Il et ai : donc , le théorème a lieu dans le cas où 
m est simplement pair. 

Supposons, en second lieu, que X=^o soit d'un 
degré doublement pair; l'équation Z=^o sera dès- 
lors d'un degré simplement pair; elle admettra donc 
un diviseur réel du second degré , d'après ce qui vient 
d'être démontré ; d'où il faut conclure qu'il y aura 
une valeur de z de la forme s := a + g V-'^, et même 
une autre de la forme z=:a.~€\/'~. Il en serait 
de même de l'équation Z^=o, de Z,^o... etc.; et 
Ton prouverait , par un raisonnement semblable à 
celui qui a été employé dans le premier cas , que si 
les racines de cette forme ne sont, dans aucune des 

— ^ premières équations , des combinaisons de 

deux mêmes racines de la proposée, cela devra néces- 
sairement arriver au plus tard lorsque Ton sera par- 
venu à celle du rang — ^^ -f- 1. Soient donc 

Z[=a~\-è + tali, z,=::a+ù + sah ces deux racines 
données par les équations du rang t et du rang s, de 
telle manière que l'on ait 
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il en résultera pour a-\-é et aè des valeurs de m 

forme, c'est-à-dire, que l'on aura 

ainsi, l'équation proposée admettra un diviseur du' 
second degré de la forme x' + Ax + B , A et B étant' 
des fonctions peut-être imaginaires, mais de l'es] 
des imaginaires du second degré. Nous pouvons corn' 
clure de-Ià présentement que X admet un facteur 
réel du deuxième degré ; car les valeurs de x ^ei 
fournirait le facteur x' + Kx + B , égalé à zéro , sont 

x^- ^zb^l/A'— 4B, 

et en observant que A^a-l-i = y+Sl/-^, et que' 
B^aé^v' + S'l/^, on voit que ces valeurs de x 
sont de la forme 



Or, l'expression i/M + N l/~ peut être rameDëei' 
la forme g-^h\/^. Pour le démontrer, posons,' 
d'après ce qu'on a vu (IF part., n° 119, à la note), 



on trouvera 



Ces valeurs réelles étant de signes contraires , 
Toit que l'on aijra i/a + l^j^ =^ g-\- h \/^^\ ; d'ûfc 
il suit que l/M + N \/—i ^g + k i/~, , et pw 
conséquent ' 



Ces valeurs sont , l'une de la forme jt i= P -l- Q v/~, 
et l'aune de la forme a^^^G + Hl^^; mais nous 
dëmontierons lout-â-1' heure, n" 146, que si une équa- 
tion X::^o admet une racine P-f-Q iX^, elle admet 
aussi P^ — Qv^IZÏ: dune, la proposée dont il est ques- 
tion ici admet j;=:P — Ql/37, et :r— G — Hi/~,. 
Or, le produit des deujt facteurs simples (^— P— Ql/^), 
{j7— P+Qi/ITi) , est un facteur réel du second degré ; 
et il en est de même du produit {x — G — Hl/IIT) 
(.V — G + Hl/^); on peut donc conclure dans ce 
second cas que la proposée admet au moins deux fac- 
teurs rëels du second degré. 

Si l'équalion X^^o est d'un degré triplement pair, 
ce tliéorème ne cessera pas d'avoir lieu; car l'équa- 
tion Z^o se trouvant alors dans le même cas où 
l'équation X;=o était placée tout-à-l'heure , il sera 
(lis de conclure que Z^o admet au moins un 
r réel du second degté, et par oonséquent des 
peines delà forme z^:^a + € l/~ , r.^a' + 6'l/I^. 
Or, on vient de prouver que dans cette circonstance 
la proposée devrait aussi en admettre au moins deux, 
telles que V + QV^ et P— Q^^:ri. 

On voit en un motJjue le théorème aura toujours 
lieu; car à mesure que l'on introduit un facteur a 
de plus dans l'exposant du degré de la proposée, on 
place l'équation Z;=o dans le cas d'une équation 
pour laquelle le principe est déjà établi. 

i46. II nous reste donc à démontrer le fait sur 
lequel nous nous sommes appuyés, savoir ^ue si une 
équation X^o admet une racine de la forme a+-ii/ZI7, 
elle en admet nécessairement une autre de la forme 
a — bv''^i, que l'on peut regarder comme lui étant 
conjuguée . 

ft cette équation, 



on aura 

mais il est aise de voir que cette égalité ne peut êtn 
satisfaite qu'autant que l'u» a séparément 

P = o, Q = o, 

P représentant la somme des termes réels, et Q 1| 
somme des coefficients de V"^ : car une somme 
termes réels ne peut pas être détruite par une quaaIJ 
titë imaginaire Q^'Z^, Cela posé, si l'on met a— ivX: 
au lieu de x dans la même équation , il est clair que 
Ton obtiendra un résultat qui ne différera du pi*, 
mier que par les signes des termes affectés des puis^ 
sances impaires de b\^~; or, ce sont justement 
termes qui contiennent le facteur V~\. Ainsi, le 
sultat au lieu d'être P + Q V'~\ , t-omrae dans Ifl 
premier cas, sera P — Ql/ZT,. Ce résultat sera donc 
égal à zéro comme le premier, puisque l'on a sépa- 
rément P=^o, Q:=;o; donc, « — ii/ZT; est uik 
racine de l'équation toutes les fois que a-f-il/JHJ en 
est une. 

147. Cette propriété est commune aux racines in- 
commensurables de la forme A+l/B; car la con- 
clusion que nous venons de tirer était fondée, d'abonJ'' 
sur ce que le résultat final était de la forme P+Qt/: 
et qu'une somme de termes réels ne pouvait pas dé» 
truire une somme imaginaire; ici le résultat sera de 
U forme P + Ql/B, et il est également vrai qu'une 
somme commensurable P ne peut pas détruire une 
quantité incommensurable Ql/K. Celte conclusion 
se fondait en second lieu sur ce que la substitution 
de a^b\/Z~i donnant P+Ql/Hf, celle de a—b^/ZTt 
donnerait P — QV— i ; et U est encore vrai tjue si la 
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substitution A-H i^B donne P + Qt/B, celle de 
«— il/:^ donnera P — Qw'B. 

Cette reniarijue pouirait d'ailleurs être considérée 
comme une conséquence de ce que l'équation H^o 
est tlécomposable en facteurs réels du second degré. 

i48. Voyons à présent par quels moyens on pour- 
rait obtenir les racines imaginaires d'une équation. 
XI s'en présente d'abord un qui paraît très-simple : il 
consiste à remplacer x par «-(-iK'^i dans l'équa- 
tion X =^ o , et à chercher les systèmes de valeurs 
conjuguées de a et 1/ qui pourraient convenir aux 
deux équations r:=i:o, Q^^o, dont nous venoiis de 
parler n" 1 46 : celte méthode est visiblement ftindée 
sur ce que 1^ valeurs de a et de 3 qui, substituées 
siraultanémefll dans les polynômes P et Q , donnent 
P^o, Q^o, satisfont à l'éqnalion P + Qi/'~=o, 
et transforment parconséquent l'expression a~\~b\/~\ 
en une racine de lequation proposée. 

11 est à remarquer que le polynôme Q "renferme & 
comme facteur dans tous ses termes, et qu'il peut 
par conséquent être réduit à zéro par l'hypothèse 
i:^o; mais, en même temps, si l'on fait h-^^o dans 
P, ce dernier polynôme se transformera en a"-1- 
P,fl"'~'+P„fii'"~'-V-etc... -t-Pm, c'est-à-dire , en une 
fonction de a identique avec la proposée, en sorte 
qu'à b^=o correspondent pour valeurs de a toutes 
les racines de la proposée, La raison en est que 
lorsqu'on pose x:=^a-^ h l^" , ofi exprime que 
a-^l>\/~i est une racine quelconque de la proposée; 
et si b^=^o, a devient évidemment cette racine quel- 
conque. On devra donc supprimer le facteur i, el 

opérer sur les équations P^^o, ^ ^=0. 

_ Cette méthode est très-peu satisfaisante, car elle 
induit fort souvent à une équation finale dont le 
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degré est beaiicoup plus considérable que le nombr 

des racines imaginaires de la proposée. 

Soit, par exemple, l'équation x' — 'ix'-i-4x: — : 
qui est composée a\ec les i'acteurs x—i , x— i— V' 
ar— 1 + l/^, et dont les racines sont par couséquen 
x^i, X := 1 -\- \/^^i , xz:^\ — l/ZT,. Si l'on y 
substitue a-\-b l/"^ au lieu de a- , on aura à éliminef; 
entre les équations (Sa — i)ù'+a' — 3«'+4f — 2=0^ 
et è' — 'id'+Ga — 4' H est visible que .réliminatioi 
de il sera plus proniptement faite que celle de fz; 01 
procédeia donc relativement à cette quantité ; et c'est 
une chose qu'il ne faut pas négliger de faire , lorsque 
l'on veut éliminer entre deux polynônies, que d'exa- 
miner s'il n'y a pas plus d'avantage à opérer relata' 
Tement à l'une des inconnues que rfflativement i 
J'autre. On trouvera pour équation finale en a, 

4a'—i2.a'+iia — 5=0, 

et pour reste précédent, 

Cette équation finale est, comme on le voit, du 
troisième degré, quoiqu'il n'y ait que deu^ racines 
imaginairss. Les considérations suivantes renfermeront 
l'explication de ce fait de calcul. 11 est d'abord visible, 
que a= i est une racine de cette équation. £n substi- 
tuant cette valeur dans le reste précédent, on trou- 
vera i' — I pour résultat. Egalant ù' — i à zéro, oa 
en déduira ^==±1 pour valeurs de â correspon- 
dantes à 0^1. Et conséquerament 

Telles sont en effet les racines imaginaires de la pro> 
posée. Si l'on divise ensuite 4«^ — laa'+iSa — 5 
car {a — 1) , il viendra 4**' — 8a+ 5 ; et ce quotient 
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égalé à zéro donne «t^i±^ V/^. Si Ton substi- 
tue la première de ces deux valeurs dans le reste 
b" — 3a' + 6iit — 4i on en déduira pour valeurs de b 
correspond il n tes, (>-=diZ^; d'où il résultera pour va- 
leurs correspondantes Ae a + l> V'—i , 

Si Von substitue la valeur a^i — 4 U'^i on trou- 
vera encore i^ifc^, ce qui foiu-uit 

a+l»/—, = i, 

a+h V'ZTi — i — \/~. 

Ainsi , a qui semblait ne devoir élre susceptible que 
5'une seule valeur, à laquelle devaient correspondre 
deux valeurs de b égales au signe près , en a reçu 
Irois à chacune desquelles se soht accouplées deus 
valeurs de b. Il était aisé de prévoir ce résultat ; en 
effet , en posant x:^ a-\-b l/^ , on a exprimé que 
« + ^1/37 était une racine; mais on n'a pas pu 
exprimer que c'était une racine essentiellement ima- 
ginaire ; car l'expression a 4- è l/~ peut convenir 
également à une racine réelle; et il sufEt pour cela 
que b soit imaginaire, a étant réelle. Rien n'empi*che 
donc que l'on ne trouve pour valeurs de <z et de ^ 
toutes celles qui sont propres à donner pour a + à 
\^~ des combinaisons d"expre5slons numériques 
réelles ou imaginaires qui, en déSnitif, se réduisent 
à l'une quelconque des racines de l'équation pro- 
posée. D'après cela , le degré de l'équation finale, 
soit' en a , soit en b, ne saurait être généi-alenient 
déterminé par le nombre des couples de racines 
imaginaires, ni par le nombre de ces racines. Mais 
oa peut remarquer qu'il doit nécessairement y 
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avoir autant de couples de valeurs rëelles d© * et 
qu'il existe de couples de valeurs imaginaires dans 1»' 
proposée. Ainsi, on n'aura pas besoin de s'occupei 
des systèmes de valeurs imaginaires de a et i, et 1' 
se contentera de chercher les valeurs réelles. Dans 
l'exemple actuel, ayant obtenu la valeur réelle a^ 
et l'ayant substituée dans l'équation if — -3fl'+6a — 
4^0, qui a donné i 1= rt i , on a la certitude que 
I ± l^^ est un couple de racines imaginaires de la 
proposée ; et comme cette équation n'en peut point 
admettre d'autres, il devient fort inutile de chercher 
les autres systèmes de valeurs de o et i. 

r49- M, de Lagrange a présenté une autre méthode 
dans sa résolution des équations numériques, 

II observe d'abord que toute différence entre deux 
racines réelles a nècessaîrement un. carré positif, fX 
que par conséquent les racines négatives de l'équa.- 
tion aux carrés das différences ne peuvent provenu, 
que des racines iniaginaiies de la proposée. H 
marque à cet égard : 

1" Que la différence entre deux racines imaginaires 
conjuguées a+êl/^, a — êl/^, estzt2ÊV 
et que le carré de cette difi'érence est la quanùtd 
négative — 4 Ê' ; 

2" Que la différence entre deux imaginaires naïf 
conjuguées a + ê l/^ , a + S l/^ , çui ont la n 
partie réelle est rt(6 — 3)1/^, et que le carré de 
cette différence est — (g — S)% quantité encore né- 
gative ; 

3" Que la différence, entre une racine imaginaire 
e réelle a. , égale à la partie 
tél^^i et que son carré 



[ et une 1 

i première est ; 



a + 

réelle de h 

— ë' est encore négatif. 

Qu'ainsi, les racines négatives de l'équation aux 
ranés des différences peuvent provenir de ces troi* 
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sortes de combinaisons des lacines de la proposée. 
Mais les cari'és des différences entre des racines gui 
ne rempliraient point une de ces trois conditions st 
raient positives ou innaginaires. De plus, il est clai 
que si l'équation aux carrés des différences contient 
des raciives négatives provenant des deux dernières 
tirconstances , ces racines s'y trouveront chacune à un 
degré de multiplicité au moins égal à n-, car s'U y a 
dans la proposée deux racines telles que ct-V-êl/^, 
a + S l^^ , il y en a nécessairement deux autres , 



1 



telles 



que ( 



-êi.^=; et t 



Sl/_j; et le carré de 



la différence des deux, premières est égal au carré de 
la différence des deux dernières. De même , s'U y a 
un carré de différence — ê" provenant des racines « 
et « + 6l/,~, il y en a un second — ë' provenant 
des racines a et a — 61/^. 

Mais les carrés négatifs provenant des racines inia- 
ginaires conjuguées jouissent d'une propriété qui 
n'appartient qu'à eux. Celte propiiété consiste en ce 
que si on change leur signe , qu'on en prenne le 
quart, et qu'on extraye la racine carrée de ce quart^ 
on aura la partie réelle d'une racine imaginaire de la 
proposée, et que l'on substitue ce résultat au lieu de ^, 

dans les équations P=:=o, y = o da -a" 148; ces 

équations admettront au moins une valeur de a com- 
mune, qui sera la partie réelle d'un ou de plusieurs 
systèmes de racines imaginaires, selon que le plus 
grand commun diviseur entre les deux polynômes P 

et -■ ser» du premier, ou du second, ou du troisième 
degré, etc. 

En effet, il est d'abord visible que ces carrés né- 
gatifs de différences ilont je parle , jouissent de cette 
propriété; il suffit pour s'en convaincre de comparer 
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diiférence , et de savoir 
= o , ^ :^ o , admettent 



la forme des expressions a 
avec le carré - — 4*' de leur 

ec outre que les équations P: 

tous les systèmes de valeurs de a et i qui peuveni 
transformer a-^-b l/~ en une racine de la proposée. 
En second lieu, ils en jouissent seuls; car en chan- 
geant les signes des carréB — (6 — 3 
divisant ensuite par 4 ) et en extrayant les racines 

carrées des résultats ; — et —, on obtiendra de» 

4__ 4 

quantités ■; V-^6 — S', t1^6% qui ïie sont point le» 
coefficients de l/^ dans les racines a + êl/— i, 
a + ^ 1/37 j ainsi , la substitution de ces mèmea qu>UK 

tités au lî^ de b dans les équations F:;=o, ^ = 

ne leur ferait point acquérir un commun diviseur. 

D'après cet exposé, on voit que pour trouver les 
racines imaginaires d'une équation , il faudra : 

1° Chercher tes racines négatives de l'équation aux 
carrés des différences , ou, ce qui revient au mémct 
changer les signes des termes affectés de puissancei 
impaires dans cette équation, &. eherclier ensuite lei 
racines positives j 

2° Diviser ces racines positives de ta transfôrnûk 
par 4 1 ^t en extraire ensuite la racine carrée 

3° Substituer ces résultats au lieu de b dans Ui 

polynômes V et , et chercher ensuite le plus grcmi. 
des diviseurs conununs à ces polynômes. Si , par Ift 
substitution de l'un 7 \/b' de ces résultats, les poly- 
nômes P et ^ acquièrent un commun diviseur du 
premier de^é x — a', on conclui'a que la propose^ 
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admet un couple de racines imaginaires égales k 
a'+i'l/", a' — A' l/^. S'il y a un commun divi- 
seur du second degré, tel que (a:r — a') (j?^a"), on 
conclura que la proposée admet les deux couples 
a'±A'i/^, a"±i' 1/117; ainsi de suite. 
Mais si la substitution de 71/è' ne faisait point ac- 
quérir de commun diviseur aux polynômes P et y, 

on conclurait rjne la racine — 4^'' de l'équation aux 
carres des différences provient de l'un des deux der- 
niers cas, et qu'il n'y a point, dans la proposée, de 
racines imaginaires oii le coefficient de l/^ soit l'. 
Tels sont les procédés généraux de la résolution 
des équations numériques. Il n'est point d'équations 
qui puissent les mettre en défaut ; mais il en est 
beaucoup que l'on peut résoudre d'une-manière plus 
simple et pliis expéditive. On ne peut guères com- 
prendre ces moyens de simplification dans des règles 
générales; ils varient d'une équalion à l'autre, et il 
faut une assez grande habitude pour distinguer les 
circonstances dans lesquelles ils deviennent applica- 
bles. Néanmoins, nous allons essayer de faire con- 
naître ces différentes circonstances , et nous donnerons 
ensuite un assez grand nombre d'exemples. 



t VINGTIEME LEÇON. 
Observations sur la résolution, des équations 
ARTICLE FRSUIEB. 
b. Xj'tne des plus importantes remarques qui 
aient été faites sur la composition des équations :i 
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une seule inconnue, est relie de Descartes , dont voici 
rénonce et la démonstration. 

Une équation ne peut pas admettre plus de racmes 
positives qu^elle ne renferme de ^variations de signes y 
et plus de racines négatives qu^elie ne comprend 
de permanences. 

Cette proposition sera prouvée si Ton fait voir que 
la multiplication par un facteur binôme {x+cl) cor- 
respondant à un.e racine négative , ne peut pas intro- 
duire dans le produit une variation de plus , et que 
la multiplication par {x — cù) n'introduit point une 
permanence nouvelle. Car le produit contenant un 
terme de plus ^enfermera dans le premier cas une 
permanence de plus , et dans le second cas une varia- 
tion de plus : donc, chaque racine positive introduira 
au moins une variation , et chaque racine n^ative 
au moins une permanence; doù il faudra conclure 
que le nombre des racines positives ne pourra point 
surpasser celui des variations , et que le nombre des 
racines négatives ne pourra point surpasser celui des 
permanences. 

Démontrons donc d'abord que la multiplication 
d'un polynôme quelconque y*(^) par (0:4- a), n'in* 
troduit point de permanence nouvelle. 

Soit à cet effet 



-4- H 1 1 1 H + -4-, 

la suite des signes des divers termes de ce polynôme : 
en le multipliant par le binôme x-^-a^on obtiendra 
deux produits partiels, dans lesquels les signes se 
succéderont suivant le même ordre, et ces produits 
devront être ainsi disposés : 

i*^ produit -i- + H 1 1 1 h + H- 

2^ -4- + H 1 1 1 h 



Prod. total 4- -h + i i i — * i i i i 4- -h -h 
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La lettre i iDdique qu'il y a indélermination de 
signe ; et cette inclétermination se présente toutes les 
fois qu'il faut ajouter -f- avec — , parce qu'ici nous 
ne connaissons pas la grandeur des termes que ces 
signes précèdent. On voit que tant qu'il y aura per- 
manence dans la première ligne, et par conséquent 
dans le multiplicande, il y aura aussi permanence 
dans le produit ; mais dès qu'il s'introduira une va- 
riation dans le mtdLïplicande, il y aura une indéter- 
mination dans le produit , puisque le dernier signe + 
ou — de la permanence du deuxième produit partiel 
se placera sous le preiniei- aïgne — ou -|~ de la varia- 
tion du premier. En outre , l'indétermination conti- 
nuera jusqu'à ce que ia permanence se rétablisse. Le 
nombre des indéterminations du produit total est 
donc absolument le même que celui des variations 
du multiplicande. Donc, quand même on remplace- 
jail chaque indéiernii nation par une variation , le 
nombre des variations du produit ne pourrait qu'éga- 
ler celui des variations du multiplicande, et non le 
surpasser. Or, le produit contient un terme de plus 
que le multiplicande ; il admet donc au moins une 
permanence de plus. 

On prouvera aisément d'une manière semblable 
que le produit d'un polynôme par un facteur (^— a), 
admet au moins une variation de plus. 



i5i. Si une équation complète n'admettait que des 
racines réelles, le nombre des racines positives ssrait 
prccisétnent le même que celui des variations , et le 
nombre des racines négatives serait égal à celui dei 
permanences. ¥.u effet, le nombre total des variations 



(^4e5 permanences est in;irqué par le degré 



ide 
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une seule inconnue, est :Celle de Descartes, dont voici 
l'énoncé et la démonstration. 

Une équation rie peut pas admettre plus de racines 
positives qu'elle ne renferme de variations de signes. 
Et plus de racines négatives qu'elle ne comprend. 
de permanences. 

Celte proposition sera prouvée si l'on fait voir que ' 
la multiplicaiion par un facteur binôme {x-^à) cxit- 
respondarit à une racine négative, ne peut pas intro-. 
duire dans le produit une variation de plus, et q^ue 
la multiplicaiion par {x — «) n'îniroduit point une 
permanence nouvelle. Car le produit contenant x 
terme de plus renfermera dans le premier cas une 
permanence de plus , et dans le second cas une varia- 
lion de plus : donc, chaque racine positive introduira 
au moins une variation , et chaque racine négative.; 
au moins une permanence; d'où il faudra conclure 
que le nombre des racines positives ne pourra point 
surpasser celui des variations , et que le nombre des 
racines négatives ne pourra point surpasser celui Asfi 
permanences. 

Démontrons donc d'abord que la muItiplicatioQ^ 
d'un polynôme quelconque /[x) par (.r + a), n'in^ 
troduit point de permanence nouvelle. 

Soit à cet eiïet 



+ + H h- 



-+ + + , 



la suite des signes des divers termes de ce polynôme : 
en le multipliant par le binôme ^ + « , on obtiendra 
deux produits partiels , dans lesquels les signes se 
succéderont suivant le même ordre, et ces produit»' 
devront être ainsi disposés : 

t" produit ++H h — — + - — h — + + -I- 

a* -I- + H ! 1 1 1--H-K 



Prod. total + + + i' 



+ + -t- 
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La lettre i Indique qu'iV y a indctermination de 
signe; et cette indétermination se prtîsente toutes les 
fois qu'il faut ajouter -f- avec — , parce qu'ici nous 
ne connaissons pas la grandeur des termes tpie ces 
signes précèdent. On voit que tant qu'il y aura per- 
manence dans la première ligne, et par conséquent 
dans le multiplicande, il y aura aussi permanence 
dans le produit ; mais dès qu'il s'introduira une va- 
riation dans le multiplicande, il y aura une indéter- 
mination dans le produit, puisque le dernier signe + 
ou — de la permanence du deuxième produit partiel 
se placera sous le premier signe — ou + de la varia- 
tion du premier. En outre , l'indétermination conti- 
nuera jusqu'à ce que la permanence se rétablisse. Le 
nombre des indéterminations du produit tot^l est 
donc absolument le même que celui des variations 
du multiplicande. Donc, quand même on remplace- 
rait chaque indétermination par une variation , le 
nombre des variations du produit ne pourrait Qu'éga- 
ler celui des variations du multiplicande, et non le 
surpasser. Or, le produit contient un terme de plus 
que le multiplicande; il admet donc au moins une 
permanence de plus. 

On prouvera aisément d'une manière semblable 
que le produit d'un polynôme par un facteur {a:— a)', 
admet au moins une variation de plus. 



i5i. Si une équation complète réadmettait qiie des 
racines réelles , le nombre des racines positives serait 
précisément le même que celui des variatiom , et le 

nombre des racines négatives serait égal à celui des 
permanences. En effet, le nombre total des variations 

et des permanences est marqué par le degré m. de- 
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l'équation, puisqu'il y a (w. + i) signes. Or, le noin&re 
des variations ne peut jamais être moindre que celui 
des racines positives, ainsi qu'on vient de le démon- 
(rer; et dans l'hypothèse actuelle, il ne peut pas être 
plus grand ; car s'il l'était , le nombre des permanences 
serait moindre que celui des racines négalîves : donc, 
il y a autant de racines positives que de variations; 
et par suite , autant de racines négatives que de per- 
manences. 

Cette proposition se fonde essentiellement sur es 
que toutes les racines de l'équation sont réelles, et. 
ne peut être légitimée que par cette hypothèse. Car 
les racines imaginaires se renconti'ent également avec, 
des permanences et des variations. C'est ce que l'on 
reconnaît de suite sur léquation générale du deuxième 
degré j:'4-^ar + y:^o, dans laquelle la réalité des 
racines ne dépend nullement du signe de p. On s'assu- 
rera qu'il en e$t de même dans Içs équadons des 
degrés supérieurs , en observant que si l'on ■ formé 
pWieurs làctem-s x'-\-px-^q^ :E'4-^'a; + y', etc^. 

dans lesquels on aît^ < JiA- < q', etc., et qn'ou!. 
multiplie ces facteurs entre eux, on aura un polj-. 
nôme qui n'admettra que des permanences, et dont 
toutes les racines seront imaginaires ; si, conservant 
aux quantités p^ p\ etc., q, q\ etc., les mêmes Ta- 
leurs numériques, on forme le produit (.r' — px~{-q^ 
[x" — p,x-i-q'), etc., on obtiendra un polynôme qui 
admettra des variations de signes, et dont toutA le» 
racines seront encore imaginaires ^ d'où il faut con- 
clure que les racines imaginaires se rencontrent éga^ 
lement avec des permanences et des variations^ ds 
signes , et que par conséquent le nombre des perma- 
nences peut être plus considérable que celui des racines^ 
négatives, et que le nombre des ■variations peut sur- 
passer celui des racines positives. 
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ARTICLE III. 



,,3 



ïSa. Cette propriété sert quelquefois à faire recon- 
naître la pi'ésence des racines imaginaires dans une 
équation ; car, lorsqu'il manque un terme, et que ceux 
entre lesquels il devrait se trouver compris sont affec- 
tés du mêine signe, on en peut conclure que l'équation, 
admet un couple de racines imaginaires. C'est ce dont 
il est aisé de se convaincre , en remarquant que si 
dans une équation de la forme J7™+^, 3/""^+ , etc. 
=^0, on introduit tour-à-tour +o'. x"""', et — o.a:'"""', 
on aura dans le premier cas une permanence de plus, 
et dans le second cas une variation de plus, ce qui 
implique contradiction ; car la première hypothèse 
semble annoncer une racine positive de moins que la 
seconde, et par conséquent une racine négative de 
plus ; et la seconde semble annoncer une racine né- 
gative de moins que la première, et par conséquent 
une racine positive de plus ; d'où l'on est en droit 
de conclure que l'équation admet des racines imagi- 
naires, qui seules peuvent s'accorder arec ces deux 
hypothèses. 

Si les deux teimes entre lesquels se trouve celui 
dont le coefficient est zéro , étaient de signes con- 
traires, on ne pourrait plus tirer la môme conclusion, 
parce qu'on trouverait toujours le même nombre de 
permanences et de variations dans les deux hypo- 
thèses dont nous venons de parler. 

^^Ê ARTICLE IV. 

^i53. Il résulte encore de la règle de Descartes, 
qu'une équation dont tous les termes sont de même 
signe y ne peut admettre aucune racine positive. Mais 
i Térité se reconnaît immédiatement par la forme 
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même de l'équation ; il est visible qu'une somme 
composée de parties toutes positives, ou toutes néga- 
tives, ne peut pas élre égale à zéro. 



i54' Il résulte aussi de la mèrae règle qu'une équa- 

tion qui ne renferme, au contraire, que îles variations 
de signes , ne peut point admettre de racines négatives, 
si elle est complète. C'est encore ce qu'il est aisé de 
voir par la forme même de l'équation. 
Soit, par exemple, 

aif' — ps^-^qx" — rx-\- s=:^o; 

Il est évident que la substitution de tout nombre né- 
gatif rendrait tous les termes positifs. Cette substitu- 
tion les rendrait tous négatifs , au contraire , dans 
l'équation 

— x''-\-px' — qx''-\-rs — s^=o. 
Si l'équation était de degré impair , et telle que 
x^ — px^-\-qx^ — rx'-\- SX — t^^-O, 

tous les termes deviendraient négatifs , et si elle était 
de la forme 

— x^ -\- px'' ^ qx^ -\- rx'' — sx-Vt^o, 

ils deviendraient tous positifs. Nous avons suppose 
que l'équation était complète, parce qu'en effet teute^ 
équation quî ne renferme que des puissances paires^ 
de l'inconnue fait visiblement exception. C'est ainà 
que la valeur j:=^ — 2 satisfait à l'équation x'-^~^-:=.ii\ 
et généralement , rien n'empêche que l'équation 
a;'"''-/M:"'"-'+ja^™~*-rar^~*+jj:'"''^+,etc.^O 
n'admette des racines négatives , puisque parmi les 
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termes affectés Je puissances paires , il en est qui 
sont précédés par le signe + , et d'autres qui le sont 
par le signe — , ce qui n'a plus lieu lorsque l'équa- 
tion est complète. En uii mot, si l'équalion renferme 
tous ses termes, ceux qui sont affectés ties puissances 
paires de l'inconnue , sont tous précédés par un 
même signe; et ceux qui sont affectés des puissances 
impaires sont tons précédés par le signe contraire : 
or, la substitution d'un nombre négatif donnera à ces 
derniers le même signe qu'aux premiers. C'est ce qui 
n'a pas lieu généralement lorsque l'équation est in- 
complète. 

Pour présenter cette proposition dans toute sa 
généralité, nous dirons que si, dans une équation, les 
termes affectés des puissances paires de l'inconnue sont 
précédés par un même signe, et tous les termes affectés 
des puissances impaires par le signe contraire , cette 
équation ne pourra pas admettre de racine négative. 
Il est visible eu effet que les rai.<:onnements que nous 
venons de faire sont applicables à ce cas général, fl 
n'est pas besoin de dire que le terme tout connu est 
considéré comme affecté d'une puissance paire; car 
il est invariable , non-seulement de signe , mais même 
de grandeur. 



i5S. Il est aisé de reconnaître si une équation 
donnée n'admet point de racines imaginaires. En 
effet, on sait qu'une racine de lu forme ;r^n+Âl/~, 
ne se trouve jamais dans une équation sans que x^ 
a — il/~ y satisfasse également. Or, la différence 
de ces deux racines est ■ib\/'^, dont le carré est 
— 4^°j ^^^^ '1 résulte que si ime équation donnée 
admet un couple de racines imaginaires, l'équation 
aux carrés des différences admettra au moins une 
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racine négative , et par conséquent au moins une 
permanence. Donc, si IVquation aux carrés des dif- 
férences ne renferme que des variations de signes, ou si 
elle est dans le cas de celles qui n'admettent point dt, 
racines négatives , on en pourra conclure que la pro-]^ 
posée n'admet point de racines imaginaires. Mais ai 
cette équation admet seulement une permanence, il«. 
y aura au moins un couple d'imaginaires <Ians la pro*. 
posée, puisque cette permanence annoncera ou une. 
racine négative , ou un roupie d'imaginaires daaSi 
l'équation aux carrés des difïérences. 

On doit remarquer peut-être à cet égard que l'équa- 
tion aux carrés des diitérenc:es ne peut point admettre 
de racines imaginaires sans eu avoir de négatives:^ 
cela se voit aisément. 

11 est également facile d'assigner une limite qui nej 
pubse pas être surpassée par le nombre des couple>< 
de racines imaginaires; car chaque couple d'imagi- 
naires introduisant au moins une racine négative, et. 
par conséquent une permanence de signes dans l'équa- 
tion aux carrés des diftérences , il est clair qu,e U 
nombre des couples d'imaginaires de la proposée M, 
pourra jamais surpasser celui des racines négatives, 
de réquation aux carrés des différences , et, à fortiori, 
celui des permanences de cette même équation. Mais il 
pourrait y avoir moins de couples d'imaginaires dans 
la proposée que de permanences dans l'équation aux 
carrés des diflérences ; car ces permanences n'annon- 
ceraient pas toujours des racines négatives; elles pour-, 
raient provenir des différences entre les deux valeurf 
a+êl/~, a — t\/~t et des racines réelles. 

La première permanence de signes dans l'équation* 
aux carrés des différences annonce bien certainement 
la présence d'un couple d'imaginaires dans la propt^ 
sée; mais d n'en est pas ainsi des autres. 
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i56. Si l'équation aux carrés lies différentes n'a 
jrQÎ/iC de variation de signes, on sera certain que (a, 
proposée, si elle est de degré impair, n'admet qu'une 
racine réelle, et que le signe de cette racine est con- 
traire a celui du dernier terme : si cette équation pro- 
posée est de degré pair, on pourra être cenain qu'elle 
n'admet pas d^ racines réelles. Car si, dans l'un ou 
l'autre cas, elle en admettait deux, il y aurait une 
différence réelle, dont le carré serait positif, ce qui 
introduirait au moins une variation dans l'équation 
aux carrés des différences. En outre, nous avons dit 
que la proposée admettrait une racine réelle , si elle 
était de degré impair , parce que toute équation de 
degré impair admet une racine réelle de signe con- 
traire à son dernier terme. Nous avons ajouté qu'elle 
n'en admettrait aucune, si elle était de degré pair, et 
cela est évident ; car si elle en admettait une, il y en 
anrait essentiellement une seconde, vu que le noinbi« 
des racines réelles dîme équation de degré pair ne 
peut être impair. 



157. Il résidte de là cette conséquence utile dans 
la pratique : si une équation de degré impair conduit 
à une équation aux cairés des différences dont tous 
les tersies soient affectés du même signe, il sufBra 
pour approcher de la seule i-acine réelle que la pro- 
posée puisse admettre , de substituer deux nombres 
choisis arbitrairement entre o et le dernier tenue 
pris avec un signe contraire. Si la racine cherchée est 
comprise entre les deux nombres choisis, les substi- 
tutûms de £es deux nombres donneront nécessaire- 
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ment <les ré>u1ia(s de signes conlraîres; si donc 
résultats sont de même signe, on pourra conclura 
^e la racine n'est pas comprise enire eux. On 
tuera alors un troisième nombre choisi entre kl' 
loèmes limites, puis un quatrième; ainsi de suite, 
jusqu'à ce que l'on ait t^tequ des résultats de signet 
contraires. 

On peut observer qu'une équation de de^ré paifj 
dont le dernier terme est n^atif, admehant toujonn 
au moins deux rarines réelles , l'une posilire et 1' 
négative , ne pouiVa jamais eondaire à i. 
aux carrés des difTérences dont tous les termes soieat 
de même signe; car si cela arrivait, on pourrait eA 
tirer cette conclusion ab;iurde, que cette équatioii 
proposée n'a point de racines réelles. 



i58. tJne équation éïant donnée, il est aïsé d'aisi' 
gner la forme générak* de toutes celles qui condnî^ 
raient à la mt-me équation aux difFérences. En effet, 
pour que les diff^rfnices entre le-; racines d'iint 
équation soient les roèmeï que les différences q», 
existent entie tes racines d'une autre équation, il faut 
que d + S, fi + §, c + J, etc. , soient les racines (te 
!a seconde, si a, è, c, etc., sont celles <le U pre- 
mière; c'est-â-dire , qu'en représentant par x l'iui* 
quelconque des racines de celle-ci , les racines <1b 
celles-là doivent être de la forme (.r + S), Ainsi, 
l'une des équations étant 

l'autre doit ffl« 



+Pii^ 



. +p^ 



ou bien 



N-,elc.-f-/^n=o 
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4-etc.+etc. 

On volt par-là quelles sont les relations qui doivent 
exister entre les coefficients pour que la condition 
énoncée soit remplie. 

ARTICLE X. 

iSg, Lorsqu'une équation n'admet que des racines 
égales commensurables et entières, il est aisé de s'en 
apercevoir ; car son premier membre, n'étant auti'e 
chose que le développement du binôme (x — a)'" ou 
(jc + «)'", sera de la forme 

:r -t max H ^^ -. — ^ a x + etc. 

2 ' 

en sorte que le dernier terme devra être une puis- 
sance parfaite du degré w : si Ton divise ce dernier 
terme par sa racine, et qu'on multiplie le quotient 
par m, on devra retrouver le coefficient de l'avant- 
dernier; si Ion divise ce coefficient par la même q|ian< 

tité, et qu'on multiplie le quotient par ^^ -, on 

devra retrouver le coefficient de l'antépénultième , et 
ainsi de suite. Il est visible que tout cela ne peut 
arriver que dans l'hypothèse présente. 

ARTICLE XI. 

160. Proposons - nous d'assigner la relation qui 
existe entre les coefficients /? et y de Téquatiori du 

12. 
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troisième degré x^ -{- px -\- ^ ^^ o , dépourvue de se- 
cond terme, lorsijue cette équation admet deux racinet' 
égales : cette relation servira soiivent à faire recon- 
naître sm--le-champ les racines d'une équation de c»! 
degré. S'il y a deux racines égales a-:=za, x^ 
faut que la troisième soît x^^ — aa , puisque la-- 
somme totale doit être égale à zéro. Ainsi, on a 
pour p et q les valeurs 

1 — — "'^ 
p- 3 ' 



d'oà il résulte 



relation qui fournit la valeur de a , puisqu'on en 

déduit a ^ -~ 

Soit, par exemple, l'équation x' — nx~\-iS= 



ICI , p - 



q=ii6, eX ■■ 



t donc satisfaite' 



-^■^ X 2. La relation - :^ — = c 
i pi 

en supposant a = 2. Mais il faut remarquer que cettff 

relation n'est pas suffisante pour confirmer que a e 

une racine, car elle donne j^ ^-- , yalëar qui 

substituée dans l'équation , la transforme en x^-i 

— ^pa^o; ov, l'hypothèse x^=a ne réduirait 

toujours le premier membre à zéro ; cela n'aurait licH- 
qu'autant que p serait égal à — 3a', comme il est aisé^ 
de le voir par la substitution même de a : en obser- 
vant en outre que ç devient égai à +aa' lorsouei 
p^= — 3a", on voit qu'il n'est permis de conclure 
que a est une racine que lorsque l'on s'est assuré qi 
ces deux conditions sont satisfaites, c'est-à-dire, lors* 



le quotient de p par — 3 est le carré d'un nombre 
it le quotient de q par i est le cube. C'est ce qui 
s lieu dans TeTieniple que nous traitons : le quotient 
de • — 12 par — 3 est 4i et celui de i6 par a est 8; 
le premier de ces quotients est le carré de a, et le 
second est le cube du même nombre ; donc l'équation 
admet deux racines égales à 2, La troisième est con- 
séquemment — 4- A" reste, la relation assignée entre 

p et ff rerient à celle-ci — = ^, comme cela se voit 
a? 4' 

aiaëment. Il serait également aisé de parvenir à cette 

même relation i— =."-- en cherchant, d'après la mé- ■ 

27 4 ^ 

tfhode des racines égales, la condition d'après laquelle 
le polynôme x^-\-pa: + y et son dérivé admettraient 
un commun diviseur du premier degré en x. 

On pourrait faire sur la composition des équations 
un grand nombre de remarques de cette espèce; 
mais il deviendrait assurément irès-diflicite de retenir 
toutes les règles particulières qui en résulteraient. 
Aussi ne doit-on s'en occuper que pour exercer l'es- 
prit à saisir les diverses circonstances du calcul ana- 
lytique. Il est bon néanmoins de s'habituer à résoudre 
les équations numériques par des procédés qui dé- 
pendent de la forme de ces équations : il faut, autant 
qu'on le peut , éviter le calcul de l'équation aux 
cacrés des différences. 
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pj. Xt| oos terminerons par quelques exemples, afin 
Ide montrer comment on peut applîtpier les procédés 
I les plus simples. 



J 
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I"' Exemple . 



-^x+6=:o. 



11 est visible, que ^^i est une racine, puj 
le Koëfâcient négatif eSi égal à la somme des coi 
cients positifs. Divisant par x — i , on obtient le <] 
tient ^'+a7 — 6 qui, égalé à zéro, donne les deia 
autres racines :c^2, x-^ — 3. 

Remarque. La première chose à^^ire est tonjouT 
d'examiner si la somme des coefficients positifs i 
égale à celle des coéfficieiilsnégatifs ; auquel cas -|-i 
strnit une racine. Il faudra changer ensuite les signes' I 
des termes affectés de puissances iinpabes, et voir si 
après ce changement , la même condition est satis- J 
faite; dans ce cas, — i serait une racine. 

L'équation .r^— y.r + 6=^o devait avoir t 
cine négative, puisque son dernier terme est positiff, 
et qu'elle est de degré impair. Elle ne pouvait piJ 
en admettre deux négatives et une positive, pare* 
que te prodiùt anrait été positif, tandis que le sigB'^ 
du dernier terme montre le contraire. Enfin, elle» 
pouvait pas avoir trois racines aiïectées du mêiil 
signe, puisqu'elle est dépourvue du second i 
et qu'en conséquence la somme des racines doit 6 
égale à zéro. Mais rien ne montrait, 
aperçu, qu'il y eîït impossibihté à ce que deux d'en 
elles fussent imaginaires , parce que le produit de a 
imaginaires est de la forme a'+b"", et en !e ronhr 
pliant par la troisième racine qui est négative, 00 
aurait un résultat négatif : de plus , l'a somme Siï dfl 
deux imaginaires aurait pu être précisément égak t 
la l'acine négative. 

162. IV Exemple . . . x^ + !^x' -\- y x '\- 

Cette équation n'admet point de racine \ 
j)uisqu'elle ne renferme que des termes positifs, Coi 
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la somme des coefficients <ies termes affectés de puisr 
sauces impaires est égale à celle des coëllicieiils de* 
tern»» affecies de puissances paires, on peut cod- 
cluie que — I est yne racine. DiTisant donc par 
^+1, et égalant le quotient à zéro, on obtiendra 
ies deux autres racines. On peut voir, à priori, 
quelles seront imaginaires ; car si les trois racines 
pouvaient être négatives, il faudrait toiit-à-la-fois que 
leur somme fut égale à — 2 , ce qui aiinouce que — i 
cal la plus grande , et que leur pmduit fût égal à 
— 6, ce qui ne se peut: donc, ces deux autres ri-^ 
cines ne doivent jms ctre réelles; et en effet, on, 
trouvera 



^^te facteur du second degré, prepie à fournir ces 
^ux racines, peut être composé suns qu'il soit be- 
soin de i^courir à la division; car si de la sommo 

— 2 , On retranclie la premièEe racine — i , il reste 

— I pour somme des deux autres racines. Donc, le 
coefficient de la piemière puissance de x dans le fac- 
teur cUcrcbé doit être + 1. En second lieu, si l'on 
divise le produit — 6 par — i , il vient + 6 , et 
comme le. dernier terme d'une équation du second 
degré est égal au pi'oduit des deux racines, il en ré- 
sulte que + 6 est ce dernier terme. Donc , l'équation 

I ^'îl,s'agit de résoudre est x' + x-\- 6^=0. 

^K^3. lïl' Exemple .... .y'^ 17J?— 4 = e. 

^^Ketie équation admet au moins une racine réelle 
|)Ositive, puisqu'elle est de degré impair et que son 
dernier terme est négatif; elle ne peut pas en ad- 

^ mettre trois, puisque la -somme est égale à zéro. Elle . 

fe^ppeut point admettre deui racines positives avc<f 
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une racine négalWe, puisque le produit des trois ra- 
cines est positif. Si donc elles sont toutes réelles, 
deux sont négatives et une positive; mais rien m 
montre encore que ces deux premières racines ne sonï 
point imaginaires ; car le produit de deux imaginaire 
a-\-l>i^^, a^-iy/^, par un nombre positif H- N, 
serait positif aussi bien que le produit de deux raciaea 
négatives par une racine positive. 

On voit aisément que -f- 1 ne peut pas satisfaire 1 
l'équation : il en est do même de — i. Essayant leS 
9 a et 4 du dernier terme, on reconnaît que 
— 4 satisfait; retranchant + 4 (Je o, qui est la somme 
des trois racines, on obtient — 4 pOT reste, et par 
conséquent, — 4 poir coefficient de x dans le fac- 
teur du second degré propre à donner les deux autre»' 
racines ; divisant le produit + 4 Jes trois racines par 
la racine — 4i o" obtient — i pour dernier terme 
du même facteur, en sorte que l'équation qu'il s'a^t 
de résoudre est x'— 4-x — i ^ o. Cette équation 
doDne x^ + sûzy/'^. 



i64- IV* Exemple 



:'-hyx 



Cette équation ne peut point admettre de racines 
positives, parce que la substitution de tout nombre 
positif donnerait une somme de termes positifs, Ella 
ne peut point être satisfaite par x=z — r, comme il 
est aisé de le voir ; mais elle admet une racine lu^a- 
tive au moins , puisque son dernier terme est pofdtif , 
et qu'elle est de degré impair. Elle ne peut pas ex 
admettre deux , puisque dès-lors la troisième serait 
aussi réelle, et de plus positive. Enfin, il est impos- 
sible qu'il y ail trots racines négatives, puisque l'ab- 
sence du second terme annonce que la somme totale 
des racines est égale à zéro. On est donc autorisé à 
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conclure que lequalion admet deux racines imagi- 
naires avec une racine réelle négative. 

II devient inutile ici de chercher l'équation aux 
carres des différences , puisqu'il n'y a qu'une seule 
racine réelle. Il suffit, pour trouver cette racine ap- 
proximativement, de substituer la suite des nombres 
négatifs, depuis la limite inférieure jusqu'à la limite 
supérieure. Le cliangement des signes des ternies affec- 
tés de puissances impaires, donnerait — 8 pour limite 

,■_,... 6 3 

supérieure des racines négatives , et = — • — 

pour limite inférteure. Mais on reconnaîtra aisément 
que - — 1 peut être pris pour limite supérieure ; car la 
substitution de — i rend la somme des deux termes 
x^-i-yx plus grande que 6; et il en sera de même, 
a fortiori , de tout nombre plus grand que — i. Cette 
circonstance nous fait voir qu'il est souvent possible 
de resserrer de beaucoup les limites des racines, par 
des considérations particulières aux. équations que. 
l'on traite. 

On reconnaîtra par la méthode des substitutions ' 
successives entre les limites , que la racine réelle est 
3 4 

-r'75- 

lement ensuite par la méthode de Lagrange; il faudra 

faire ici ^^-, puisque la partie entière est zéro. 

Quant aux racines imaginaires , on les obtiendra 
en remplaçant x par a ~\- b l/~, et en éliminant a 
entre le polynôme composant la somme des termes 
réels et celui qui sei'a formé par l'ensemble des coef- 
ficients des termes imaginaires. 

(65. y Exemple, x'' — 2jr'+ 5.r' — 4-^+6 = o. 

^^VCette équation étant de degri' pal 



comprise entre - 



1 approchera faci- 



, et ayant sou 
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dernier terme positif, on n'est pas autorise à condtuv 
qu'elle admet une racine réelle. L'unité ne peut pa» 
convenir, guei que soit le si^ne qu'on lui donne. Si 
l'on substitue les diviseurs de 6, tant avec le Mgne -f- 
qu'avec le signe — , ou plutôt, si on lisur fait suImi- 
i'essai indiqué n" laa, on n'en trouvera auoim qui 
réduise l'équation à la forme oi=o; d'où l'on ecm-, 
clura qu'elle n'admet point de racines commensu- 
rahles. En cherchant te commun diviseur entOe la 
proposée et son premier polynôme dérivé, oi( recon- 
naîtra qu'il n'y a point de racines égales. Composant 
enfin l'équation auK. carrés des différences, on la 
trouverait complète , et on verrait qu'elle n'admoi 
point de variations ; d'oii il résulierait qu'elle ne ren- 
ferme point de racines positives, et que, par coDS^ 
quent, les différences sont toutes imaginaires. On sera 
certain alors que la proposée n'admet que des racines 
imaginaires, vu qu'elle est do degré pair. Il resien 
donc à appliquer le procédé qui convient à cetU 
classe de racines. Pour cela , on remplacera x par 
a + i \/^l , et l'on obtiendra les deux équations 
partielles 

Al>a^—6ba'-\-{iob—.^b')a + 2.b'—^b=0. 

La seconde est satisfaite par i^=o, et cette hypo- 
thèse réduit la première à la même forme que la 
proposée, ce qui doit être, parce que a devient une , 
racine lorsque b=::Q. Supprimant le facteur i, et éli- 
minant a entre les deux équations, on parviendra à 
l'équation finale 

dont Iç premier membre n'est autre chose ^e le- 
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•éâe^è' — 2);celle équation ilonne donc les valeurs j 

Mtituant u'Z au lieu de è dans le reste qui pré- 
i réquation finale, on trouve a^^o, et a=^ — i.' 
a valeurs de x sont donc 



-i + y-^3, x= — i 



~\/~ 



^uc l'on puisse ainsi obtenir les 
c sous une forme irrationnelle. Cela n'ai^ 



'. n est a 
valeurs de j 

rive que lorsque réquatiou Guale en b se décompose 
aisément en fucteurs du second degré, comme dana 
fexemple actuel ; ou bien lorsque cette décomposition 
ne pouvjint pas s'effectuer diibord , devient facile 
après la division du polynôme par les facteurs c 
respondants aux valeurs coramcnsurables de b. 

Lorsque cette décomposition ne peut pas se fatre^ 1 
ou plutôt ne se présente pas d'eile-mêine, on est ré- ' 
duit à soumettre l'équation en Zi à la méthode pénible 
des substitutions, et l'on ne peut pas se dissimider 
qu'à l'inconvénient très-grave de la longueur du cal-; 
cul, il ne s'en joigne un autre dans le cas où b est 
incommensurable. Le voici : a est donné en fonctioi 
de b par le reste qui précède l'équation finale. On ne 
pourra donc trouver pour a que des valeurs appro- 
chées , lors même que a. devra être commensurable-, 
si b est incommensurable; et l'on ne poiuTait appré- 



cier l'ei 



; que par un nouveau 



^ 



calcul aussi l'atij^ant que ceux que I on aura déjà faits. 
Il est vrai que dans cetle hypothèse on pourrait éli- 
miner b au lieu de a, et l'on parviendrait à une 
équation finale en i, qui donnerait les valeurs coiu- 
KDSiu'ables de cette qtiantilé. Mais comme on 
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peut pas deviner si a et £ admettent ou non des va- 
leurs commensiu^bles , on se trouve dans la néces- 
sité de faire deux éliminations au lieu d'une. De 
plus, si a et è n'ont que des valeurs incommensu- 
rables, on voit combien le calcul sera peu susceptible 
d'esactilude , si l'on ne pousse pas l'approximation 
de A à un degré très-avancé, puisque l'on aura à trou- 
ver par approximation les valeurs de a dans une équa- 
tion dont les coefficients eux-mêmes ne seront pas 
exacts. 

i66. Vr E^cemple. x^-i-Sx'—gz^o. 

Celte équation admet deux racines réelles , l'une 
positive, et l'autre négative : elle admet aussi deux 
racines imaginaires, puisqu'il manque im terme entre 
les deux termes x* et 8j"' qui sont affectés du même 
signe. On voit que les racines réelles sont + i et — rj 
et en divisant par x'^ i , lequation devient af + 9 
= 0, d'où l'on lire a-^zfc l/n^ = ±3 |/^. 



167. VU* Exemple. sé-\ 



7x'-^i» 



Cette équation admet deux racines réelles, l'une 
positive et l'autre négative. Les deux autres sont ima- 
ginaires , puisqu'il manque un terme entre deux 
termes affectés de môme signe. Les racines réelles ne 
sont point com me n su râbles ; car il n'est aucun des 
diviseurs du dernier terme qui, suKsiitué soit avec l»i 
signe + , soit avec le signe — ^, satisfassej et l'on r^i 
connaît même sur-le-champ que ces racines sont com- 
prises entre 2 et— 2; car les substitutions de ces 



mdent la 



des dei 



premiers 



deux nombres 

termes plus grande que le troisième. De plus, la re- 
cherche de l'équation aux différences est ici toutrà- 
fait inutile, puisqu'il n'y a qu'une seule racine positive 
et une seule racine négative. En appllquauc la méthode 
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«l'approximaiion de Lagrange, ou trouverait pour la 
^^leur positive 
^fc ^ = 1 + 1 






fraction continue périodique. En calculant la quan- 
tité génératrice par la méthode que nous avons expo- 
sée, on arriverait à jr:i=:± va. Divisant par (j;—i/ a) 
(Ll•^-^'2), c'est-à-dire par x" — a, on obtiendrait 
■r' + y pour quotient; et en égalant ce quotient à 
zéro, on trouverait ar = ±3l/^ pour les racines 
imaginaires. 

1. VHr Exemple. 3^-\- x'-\- x — 5 =: o. 
In reconnaît de suite que celte équation admet 
une racine réelle positive, parce qu'elle est de degré 
impair, et que son dernier terme est négatif. On re- 
connaît également 'qu'elle a deux couples de racines 
imaginaires , parce qu'il manque deux termes , l'un 
entre +jr' et H-o:', et l'autre entre -\-x^ et -\-x. 
Ainsi, la rechei'che de l'équation aux différences est 
encore inutile , puisque l'équation n'adinet qu'une 
seule racine réelle positive. On voit que cette racine 
réelle est comprise entre i et a , puisque ces deux 
nombres donnent des résultats de signes contraires. 
On' peut être assuré que la fraction continue suivant 
laquelle cette racine Se développera ne sera point 
périodique, puisque cette racine est la seule qui soit 
réelle. Il reste à appliquer la méthode d'approxima- 
tion et celle des imaginaires. 

ig. IX' Exemfle. :**-(- a:*+.r'+6 = o. 
lette équation admet trois couples de racines 
puisqu'il manque trois termes dont chacun 
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devrait être placé entre deux ternies affectés de même 
signe. Au lieu d'y appliquer l'une quelconque des 
mélhodes relatives aux imaginaires, il sera beaucoup 
plus simple et plus élégant de faire x'-=:.y, ce qui 
donnera la transformée _7''+^' 4-^+ 6:=o. Celle 
transformée étant d'un degré impair , admet au moins 
une racine réelle, et Ton conçoit que si cette racine 
réelle élait commensurable , on pourrait aisément 
trouver les deux autres, et que par-là on aurait les 
six racine de la proposée. Or, c'est précisément ce 
qui arrive ici ; la racine réelle est ^- 2 ; de sorte 
qu'en divisant^^-t-^'+^+6 par^-+ 3, on réduit 
la transformée à y — y -1- 3 :^ o- Cette dernière rfqi^ 



tion donne^::: 
leurs 



■^- — II. Ayant les trois va- 



r=- 



J- 



il est aisé d'en déduire celles de x, d'après la reb- 
tion x'=y^ ou :r ^ ± \/j, 

lyo. X' Exemple. 

Le polynôme qui compose le premier membre est 
le quotient de ,r" — i par x^i; donc, les racines 
de cette équation sont les marnes que celles de rétfna- 
fion x'^ — i^:=o : il faut en excepter seulement It 
Taleur x — 1. Il restera donc à clierchcr les it «- 
rines de ar" — 1^0 autres que l'unité positive , C* 
que l'on fera par le moyen des lignes trigono- 
métriques. 
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VINGT-DEUXIÈME LEÇON. 

Note première. Sur P élimination , d* après un 
mémoire communiqué par M, Lefehvre , répétiteur 
iVanaljse h, VEcole Polytechnique, 

J i A ftiéfhode que 1 on suit ordinairement pour 
résoudre deux équations à deuTb inconnues , et que 
nous avons exposée dans les XI® et XII® leçons, in'- 
troduit souvent dans l'équation finale des facteurs 
étrangers, comme nous lavons déjà dit; souvent aussi 
elle fait disparaître certains fecteurs correspondants 
à des valeurs de y qui conviennent aux proposées; 
en sorte qu'en la suivant textuelletnent , il arrive assez 
fréquemment que Ion substitue à de véritables solu- 
tions , des valeurs de y ou des systèmes de valeurs 
de X et dey qui ne conviennent nullement aux équa- 
tions proposées. Il suit de-là qu'il ne faudrait pas trop 
généraliser toutes les conséquences qui ont été expo- 
sées dans les XP et XIP leçons; la majeure partife 
d'entre elles i^'est guères applicable qu'au cas ofi 
toutes les divisions se font exactement , sans que l'on 
soit obligé d'introduire dans les dividendes , ou de 
supprimer dans les diviseurs , aucun facteur fonction 
dey. 

M. Bret a présenté à cet égard un mémoire qui a 

été inséré dans le Journal de l'Ecole Polytechnique. 

Mais M. Lefebvre me paraît être le seul qui ait levé 

toutes les difficultés inhérentes à cette théorie, d'une 

manière satisfaisante. Voici l'exposé de sa méthode. 

171. L'on dit ordinairement que résoudre deux 
équations a deux inconnues y c'est chercher tous les 
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côtoies de -valeurs des deux 
tisfaire aux deux équations a^a-fo 

Noiis croyons à propos de remarquer que l'on p«iiti 
partager en deux espèces toutes les solutions de deux 
équations à deux inconnues. Dans les solutions de 
la première espèce, une valeur déterminée pour une 
seule inconnue satisfait aux équations , sans qu'on lui 
adjoigne aucune valeur déterminée de l'autre incon- 
nue. Les solutions de la seconde espèce ne coin> 
prennent que celles qui sont formées par des couples 
de valeurs telles qu^ la valeur d'une inconnue ne sa- 
tisferait point aux équations à elle seule. 

Les solutions de la première espèce peuvent se dé- 
terminer très-facilement. Si les inconnues sont x et/, 
pour avoir les solutions qui laissent^ tout-à-faît indé- 
terminée, l'on ordonnera par rapport à_^, et le plus 
grand commun diviseur de tous les coëfiicients des 
deux équations, étant égalé à zéro, déterminera 1« 
solutions cherchées. L'on voit assez qu'une semblable 
opération fera connaître les solutions en x seul. 

Avant de passer à la résolution généi-ale , remar- 
quons que les équations se simplifient toujours, lors- 
que les polynômes en x G\y, qui forment les premiers 
membres quand les seconds sont nuls, ont un com- 
mun diviseur. Soient 



M==o, 



Nz 



les deux équations ; et soit K le plus grand commun 
diviseur de M et de N : les deux équations peuvent 
alors se mettre sous la forme 

AxK=:o, BxK — o, 

et l'on peut supposer K indépendant de tout facteuc. 
rique. On les résout à-la-fois en posant K^^o, 
i les résout encore en Dosant A=:io, B = o. 
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l.a qiianLÏlé K peut avoir des factetirs qui no coii- 
ïiennent que a^', d'autres tpii ne contiennent qu* _? , 
d'autres enfin qui contiennent .r et^-, de telle sorte 
que ceux-ci ne puissent point être décomposés en 
facteurs qui. ne soient fonctions que d'une seule in- 
connue. Désignons ie produit des premiers par x ; Je 
produit des seconds par ï, et enfin celui des troi- 
sièmes par >, , l'équation K, ^ o équivaudra aux 
sitivantes : 

, = o, | = o, x = o. 

Les deux premières, que l'on peut toujours trouver 
facilement, donnent les solutions de la première espèce; 
quant à la troisième, elle ne peut admettre que des 
solutions de la deuxième espèce, et elle en admet un 
nombre indéterminé. 

L'on dit ordinairement que leS équations x = ût 
et ^:=io déterminent une infinité de solutions poU*" ' 
les équations proposées, parce que Ton peut adjoindre 
à chacune des valeurs qu'elles fournissent pour un» 
inconnue une valeur arbitraire de l'autre inconnue- 

Considérons enfin deux équations A=:o, B=:0. 
sur lesquelles nous ne ferons aucune supposition , 
attendu que la méthode générale par laquelle on les 
résout conduit toujours aux solutions indiquées dan« 
les préliminaires précédents. 

Supposons qu'on ait ordonné A et B pa,- rappo»'^ 
à l'une des inconnues, x par exemple. Supposons J** 
plui que cette lettre ait un exposant plus élevé dans A-. 
Divisons A par B, et arrêtons la division lorsq"''** 
viendra au quotient un terme fractionnaire, soit pa*" 
rapport à x, soit par rapport à y\ nommons Q **" 
quotient et R le reste, on aura, comme dans tout« 
division , 

A =s UQ .^ R. 



hes valeurs de ^ et de ^ qui rendront A et H égsaX 
à zéro, ne pourront taire prendre à Q qu'une valet^ 
nulle ou finie; doue , elles devront rendre R = o} 
réciproquement, ai des valeurs de :r et de^ rende^l 
B::=o, R = o, elles devront donner \ = o. Donc. 
tes solutions des deux équations A:^o, il^o, sont 
les mêmes que celles des équations B = o , R ^= q. 

Cette conséquence serait infirmée si Q était fruh 
tionnaire , soit en x , soit en j'. Supposons en ( 

que Q soit de la forme =| , H contenant x ouj', 

-T et y â4a-fois: l'on aurait alors 



Supposons que des valeurs de .i et de ^j- 
A = o, B = o; elles pourraient aussi rendre 

alorq le terme -q- deviendrait -, et pourrait ^Tqirnqe 

Taleitr finie ou infinie. Pour que le second 
fftt égal au premier, qui est devenu zéro, il ne sérail 
plus nécessaire que l'on eût B ^= o. Réciproquement 
B=:o, R = o , pourraient ne plus rendre le soeond 

membre nul, à cause de la fraction -^ ^Hi gçm de- 
venir - ; donc, on ne pourrait pli(s conclure ^ue A^io. 

Le quotient Q étant entier, et le reste R l'étant 
par conséquent aussi , supposons qu'on ait pu pousseï 
la division jusqu'à un reste où x ait un exposant 
moindre que dans le premier terme du diviseur Bj' 
les équations 



1 



pourront être traitées it leur tout comme les équa- * 



TROISIÈME PARTIE. igS 

t'ioiis A^o, &-=t>. Soit U' le reste de U division 
<)e B par R ; on pourra substituer aux équations 
précédentes 



Supposons toujours qu'en ne prenant que des quo- 
tients entiers, on ait pu pousser chaque division jus- 
qu'à un reste où x ait dans le premier terme un 
exposant moindre que dans le premier terme du di- 
viseur. La division de R par R' donnera un reste R", 
et les équations précédentes seront remplacées par Us 
suivantes 

R'=0, R." = o. 

PaT ce procédé, ou arrivera enfin à un reste indé- 
pendant de x. Soit R" ce reste ; les équations qui 
pi-écèdent auront les mêmes solutions que Ar^iro, 
B^o; et il est évident que si une valeur de^ doit 
satisfaire à elle seule aux équatious R'=:;o, R":ii:o, 
elle devra en particulier résoudre R'':=;oj si une 
■valeur dc^ doit être conjuguée à une valeur de .r 
pour résoudre ces deux équations , il faut que la valeur 
dej- résolve à elle seule l'équation R";:^o; donc, 
R!':^o contient parmi ses racines toutes les valeurs 
de jy qui peuvent former des solutions de la première 
ou de la seconde espèce : elle est l'équation fina/e. 

172. Mais ce ne sera que dans des cas particuliers 
que l'on pourra Faire les divisions sous les conditions 
précédemment énoncées , c'est-à-dire, en ne prenant 
que des termes entiers dans les quotients et poussant 
chaque division jusqu'à un reste dont le premier 
terme contienne .r à une puissance moindre que le 
premier terme du diviseur. Tâchons de ramener tous 
les cas à celui-ci. 

Pour y paiTenir, remarquons que si le premier 
terme du dividende, divisé par le premier terme du 
i3. 
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<liviseiir, ne duiiiti; jias un quolieat entier, U doit^ 
avoir, dans le premier terme du dÎTiseur, un facteur 
en y qui n'existe pas dans celui du dividende ; et il" 
peut être luï-in^me le produit de plusieurs autres fao 
teurs dont les uns soient communs à tous les termes 
du diviseur , qui est ordonné par rapport à Je 
dont les autres ne Je soient pas. 

Supposons que D soit un des premiers, et que 
Azzzo, B=::o, soient les deux étjuations proposées, 
ou celles qui en ont pris la place; les équations A==o 
et B:^o pourront être remplacées par les deai 
suivantes 

A=o et B'D:=o, 



W étant le quotient de 1 
être résolues 



par 



D: 



elles peuvent 



soit en faisant A :^ o, B'= o, 
soit en faisant A := o , D = o. 

Toutes les valeurs de_^ qui peuvent être employées 
à la résolution des deux dernières doivent être tirée* 
de l'éqiiation D==o; il suffira donc de résoudre les 
équations A^o, B'=io, et de joindre à leurs solif» 
tions celles des deux autres. , 

Supposons à présent que D soit un facteur enjr, 
étranger au premier terme du dividende, et que ce 
facteur ne soit pas commun à tous les termes du di- 
viseur. Si l'on multiplie le dividende par D, il de-t 
viendra AD, et si l'on voulait le substituer au premier^ 
il est évident qu'au lieu de chercher les solutions des 
équations A =;o et B = o, l'on chercherait celles de 

AD=::o et B = o. 

Or, celles-ci sont résolues, 
solutions de 

A = o et 



i-seulement par les 
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mais encore par celles de 

D == o et B := o ; 

donc , s'il y a des valeurs de^ qui puissent former des 
solutions convenables à ces dernières , elles devront 
«tre de trop parmi les racines de l'équation finale, à 
moins qu'elles ne soient détruites par le reste du calcul. 

S'il arrivait que le premier terme tlu diviseur con- 
tînt un facteur D commun à tous ses termes, et un 
antre D' qui ne le fitt pas , D et D' n'étant point 
dans le premier terme du dividende, il ne suffirait 
pas, pour rendre la division possible, de stipprimer 
le facteur D dans le diviseur ; il faudrait encore in- 
troduire D dans le dividende. La première opération 
ôterait à léquation finale les^valeurs de j qui peuvent 
faire des solutions convenables aux équations A zrro, 
D=:o, et la seconde mettra de trop celles qui entrent 
dans les solutions des équations D'r^o, B^o. 

En rendant les divisions possibles en termes entiers, 
soit en supprimant, soit en introduisant des facteurs, 
on voit qu'une marche semblable à celle que l'on 
suit poiu" trouver le plus grand commun diviseur, 
conduira enfin à deux restes dont le dernier ne con- 
k tiendra que jy. Soient Z' et Z ces deux restes , les 
équations proposées sciant satisfaites par les solutions 
de Z'=:o, Z^o, abstraction faite des solutions in- 
troduites ou supprimées. 

193. Four déterminer celles qui rentrent dans ces 
deux dernières classes, nommons S, S'... etc.. les 
facteui's en y supprimés pour rendre les divisions 
possibles sur les dividendes respectifs U , U'. . . etc. , 
nommons I, 1'... etc... les facteurs introduits dans 
ces mêmes dividendes, pour rendre les divisions pos- 
sibles par les diviseurs respectifs V, V. .. etc. . . ; il 
est évident qu'il faudra joindre aux solutions de Z=o, 
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Z'=o, toutes celles des systèmes d'équations 

V=o, S=;o; V' = o, S' = 0;... etc. 

et supprimer ensuite dans toutes ces valeurs réunMI 
celles des systèmes 

U=z:o, I:^o; U'^û, r=:io;... etc., 

Mais l'équation l^s^o peut contenir des racines qui, 
substituées dims U , rédui.sent ce polynôme à ui» 
quantité connue; il en est de même de l'^opar 
rapport à U', de S;::::© par rapport à V, .. . etc..., 
et de Z:^o par rapport à Z', En second lieu, les 
équatioDS 

I = o, I' = o... etc.; S = o, S' = o... etc.... Z=o, 

peuvent contenir deux autres espèces de valeurs de/, 
tavoir, celles qui satisfont d'elles-mêmes aux ëqut- 
tions respectives 

■U^::iO,U'=:^0... etc.; V=: 0, V' = 0... elC... Z'=CI, 

et celles qui ne peuvent y satisfaire que lorsqu'on 
les substitue avec les valeurs conjuguées de x. 11 se- 
rait bon de remplacer les équations 

l=p, I'=:o.,. etc.; Si^o, S'=o... etc. Z=i3 

par d'autres équations qui ne renfermeraient plus le* 
valeurs de^- de la piïmière espèce, et dont les unes 
contiendraient les valeurs de^ de la seconde espèce, 
tandis que les autres contiendraient les valeurs de _f 
de la troisième espèce. 

Afin de montrer comment on doit s'y prendre 
pour arriver à ce but, considérons l'un quelconque 
des systèmes dequatîons dont nous avons parlé, U'=o 
ot l':=o, par exemple; il est clair que si l'on ordonne 
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TJ' par rapftort kx, et si l'on cherche le plus gtand 
commun diviseur D entre I' et tous les coefficients 
de U', on aura une quantité «juî, égalée à zéro, don- 
nera toutes les valeurs de^ qui réduiraient U' à ïéro 
par elles-mêmes. En second lieu, si l'on cherche le 
plus grand commun diviseur D' entre I' et les coef- 
ficients de U', exception faite du dernier, et si l'on 
divise D' par D , le quotient égalé à zéro sera l'^ua- 
tion propre à donner les valeurs de y qui change- 
raient U' en une quantité connue. Enfin , si Von 
divise I' par le dernier de ces communs diviseurs, le 
quotient égalé à zéro sera l'équalion propre à donner 
toutes les valeurs de j'- qui devront s'accoUplêr avèft 
des valeurs de x dans U' z^ o. Représentons par 
I,'^o cette dernière équation , et déiignotis par 
I./tt^o celle qui ne contient que les Valeurs de^ qui 
satisferaient par elles-mêmes à U' ^ o. 

Ce que nous venons de faire à l'égard du systélriè 
lI' = o, l'^o, on peut le faire pour chacun des 
autres, en sorte que l'on aura remplacé chacune dès 
équations I=^o, l'^o... etc.- , S^o, S^=:::o... elc... 
Z^o, par deux autres I,^o, I,=::o; l,'=;o, l,'=b..- 

S,::^0, S^=0; S,';=0, S,':^0... etC...Z,^=: O , Z,:^^0, 

Buite dans laquelle le n° i est constamment attribué 
àiix polynômes qiû comprennent leS valeurs de^flux- 
<juelles il faudrait adjoindre des valeurs de x pour 
résoudre les équations respectives U:^o, U':=:0,.., 
etc... V=::o, \"::=o..., Z'^^o, et le Vi" 2 aux poly- 
nômes qui renferment les valeurs de j- qui réduiraient 
U,U',... V,V'.... '£' respectivement à zéro par elles- 
mêmes. 

Ainsi, pour résoudre les proposées A=:ô, B^o, 
on devra joindre aux valeurs de y fournies pat les 
équations partielles 

Z,= o, Z.= o, 
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celles qui, seront données par les équations 

S,= o, S.'^^o.,., etc 

S,^o, S,'= o etc.... 

puis supprimer ensuite dnns les premières celles qui 
seront données par les équations 

I,=^o, I.'^o.... etc.... 
et dans les autres, celles qui seront données par tes 
équations 

I,^o, I,';=o,... etc.. 

iy4- ^ouT faire cette séparation, considérons en 
premier lieu les équations Z'z^o , S'=zo, S/==o...elCB 
afin d'en ùter d'abord les racines <Io I, = o, il suffi» 
de chercher le plus grand commun diviseur entre ^ 
et I,, et de le supprimer dans ces deux polynômes;, 
ce qui fournira deux iiouTClles équations z' z=;Aj 
i^=^o, qni n'auront plus de racines communes. Mais 
7,^0 pourrait en avoir de communes avec S.izroi; 
on les supprimera par un procédé semblable dans cef 
deux éijuations; et l'on voit qu'en continuant ainsi, 
on parviendra à remplacer les équations Z,= 
S,zi;o, S,'z:::;o.., etc. , par de nouvelles équations 
s, 3^0, i,z=o, .î.'^o... etc., qui auront, dans leur 
totalité, les mêmes racines que celles-là, exceptîoa 
faite des racines de I,= d. On supprimera ensuite 
avec la même facilité dans l'ensemble de ces r 
veiles équations les racines de I,'3=ro, et ainsi de 
suite. Ou arrivera donc enfin à des équations en^. 
qui, étant résolues, donneront toutes les valeurs de^ 
auxquelles il faudrait joindre des valeurs de x pour 
avoir des solutions. 

£n appliquant les mêmes calculs aux équations 

'/.,=^0, S,^0, S,':^=0... etc... 1,^0, l/;=0, £ 

on parviendrait également à des équations qui don- 
neraient toutes les valeurs de jr propres à satisfaire 



TBOISIEME PARTIE. 30t 

jiar elles ■• mêmes aux proposées, et qui ne conLien- 
drjîeiit point du valeurs de^ étrangères. 

lyS. Pour trouver les valeurs de x, on mettru 
dans les équations Z':^o, U=:o, U'^O... etc...., 
ou dans celles qui en auraient été déduites par la 

suppression des facteurs Zi , I,, I.'.... etc , on 

mettra, dis-je, au lieu de y, celles des valeurs da 
cette inconnue qui devront avoir des conjuguées, et 
on en déduiva ces valeurs de :r conjuguées, 

iy6. Si, dans le cours de l'opération que l'on fait 
pour arriver à l'éipiation finale, on trouvait un reste 
nul, le dernier diviseur serait le plus grand commun 
•tiviseur des deux polynômes A et B , et l'on pourrait 
le mettre en évidence , ce qui ramènerait à un cas 
déjà remarqué, 

fyy- Si Ton arrivait à un reste qui, sans être nul, 
fiit indépendant de x et de^, comme on ne pourrait 
le rendre égal à léro d'aucune manière, il ne pour- 
rait fournir aucune solution, Dans ce cas , il n'y 
aurait que les facteurs supprimés pour rendre les 
divisions possibles en termes entiers qui pourraient 
donner des solutions. S'ils n'en fournissaient aucune, 
il faudrait conclure que les équations sont incom- 
patibles. 
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^TE DEUXIÈME. Quelques remarques sur la 
dont les racines d'itne équation entrent 

(ans cette équation. 



.No 



coefficients sont c 



s qu'une équation dont tous les 
i nombres entiers, dont le coëffi- 
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cient du premier terme est lumte, et dont les expc^ 
sants sont des nombres entiers positîls, ne peut point 
admettre de racines fractionnaires. Nous savons aussi 
qu'elle peut admettre des racines incommensiu-ableS , 
soit plus grandes , soit plus petites que rutiilé. L'équa- 
tion a:'+ya: + 6=:o que nous avons traitée, n" i64, 
nous en offre un exemple Ces racines incommen- 
surables , plus petites que l'unité , peuvent pro- 
venir de quantités de la forme a — l/i , comme 
3— v^s, 2 — 1/3, 3 — -1/7.., etc., mais jamait elles 
ne pourront être égales à des expressions telles que 

1/ — - — , d'est-à-dire, à des radicaux isolés du se- 
V a + n 

cond ordre. 

Pour démontrer ce fait, nous supposerons que k 

fraction soit ramenée à sa plus simple expression, 

c'est-à-dire, que a et (a-^n) n'aient pas de commun 

diviseur. Sachant d'ailleurs que toute racine incom- 

tnensurable de la forme x/ ï en entraîne une autre 



restera à faire Voir que dans t 



produit tel que 

(f'~l) (^'" + Aj:"-' + Bx'^*+, etc.), 

il n'existe point de valeurs rationnelles de A, B^ 
C, etc., qui ramènent ce produit à la forme ^'"+ 
P'V^' + etc... P^, P„, etc., étant des nombres ei^ 
tiers. 

Pour fixer les idées, prenons m^5 : il faudra 
prouver que les coefficients d'un produit tel que 
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peuvent pas être tous des nombres eniiers , quelque ] 

r i]ue l'on attribue aux indéterminées A, It, C. 
Kt effet, faisans la multiplication, il viendra 

^ ''-t-R.r*+ S I j:'-4- T 1 X' 



Examinons à présent ces coefficients l'un après 
l'autre, et voyons s'ils (leuveni tous être des nombres 
entiei's. 

Rien n'empêche d'abord de prendre R égal à un 
nombre entier P'. Rien n'empêche non plus que le j 

Ta . . 

dernier terme — ne soit entier; car il sufiBt pour 

cela que T soit un multiple de è. Le coefficient 

T — R -j peut aussi être un nombre entier en même 

temps que T et K j car l'égalité T — R 7 ^= P,„ >»• \ 
vient à T3 — Ra=:P,,,A, et si l'on prend pour B. 



I 



un multiple de i, cette égalité n'aura rien d'absurde. 
Mais les deux égalités 



peuvent point avoir lieu en même temps , lorsque J 
P,, et P., sont des nombres entiers, et lorsque 
et & sont premiers entre eus. Car si l'on met dans la 1 

première la valeur S = -^^, que donne la seconde, 



L 



p.. 4 
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P.,è'—a'=Paù, 



équation dans laquelle P„ et P,, ne peuvent point 
avoir des valeurs entières , puisque le premier membre 
serait alors divisible par é, tandis qu'il n'en serait pas 
ainsi du second. , . ' 

On voit que cette dernière égalité n'aurait plus rie»; 
d'absurde si è divisait a, ce qui s'accorde avec ce fait 
connu, qu'une cquarion de l'espèce que nous consi- 
ttérons peut avoir des racines telles que l/«, n étant 
un nombre entier, 

il n'est pas difficile de voir à présent que cette dé- 
monstration est applicable à une équation du de- 
gré m; car le développement du produit 

fj:'— ^~) {j^"-^+Ax"'-^+ etc.. +R:c'+ S^+T), 






4-R [a:*+ S 






Pour que le dernier terme soit entier, il suflit que T 
soit un multiple de è. De même, l'avant -dernier 
coëfScient sera un nombie entier si S est un mul- 
tiple de à i mais ces deux coefficients seront aussi 



des nombres entiers si , 



Tr=' 
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E et E' étant des nombres entiers. Cela posé, l'égalité 

c*est-à-dire ^ . T i — Pm^a ô = R , 

devient P^n— a^ = R^ 

^ ■ 

ou^.é. Ei' — Pm— aâ(3 = Ra; 



î 



et comme le premier membre de cette égalité est un 
nombre entier, on voit qu'il &iidra que Ton ait 

£" étant un nombre entier. En continuant ainsi, on 
reconnaîtrait que l'on doit avoir successivement 

Q=-— , P=— -, etc...B=: — , 

E"', E'T, e|c,... F, étant des nombres entiers. Or, 
l'égalité. Ç^ — ne saurait exister en même temps 

que celle-ci, B — ^ = P^, que rpn devrait , avoir. 

aussi ; car si l'on remplace B par — dans cettç der- 

a 

nière, il viendra 

a b — ^'^'^ 
d'où F3* — P, a* == a% ' : 

chose impossible, lorsque b ne divise pas a, 

" Ç^ principe -est susceptible d'extension , comme 
nous allons le prouver, après avoir établi plusieur;; 
théorèmes qui y conduisent. 
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qu^ autant que Von a Az=ro,P=ro, C = o, etc. . . . 

T==o. Il est entendu que \ a est supposé incom- 
mensurable. 

Prenons d abord l'expression 

Ay/a + B; 

■ 

elle ne {>eut évidemment être égale à zéro, qu'autant 
que r^n a. Aw=o, B = o* Je dis que la. même pro- 
priété subsiste pour A (v «)'+ B v a -|- C , c'est-à- 
dire ^ qu'une quantité de cette forme ne^ peut être 
égale à zéro qu'autant que Ton a A==o', B = o, 
C = q. En effet, supposons que Â' "et B' soient des 
valeurs entières qui donnent 



■ 1 « - t>f'. 

n, n 



A'(v7a)^+ B'\7« + C = o; 

j aurai prouvé que cette hypothèse est absurde, si je 
fais voir que dans le cas. où elle ne le serait pas, ou 
pourrait déterminer des valeurs de A et de B qui 

donneraient Pl\ a-\- B==ô, ou, ée qui revient au 
même , 

A ( V a)^ + B Va — o. 



n . n 



Or^ si Ton a A^ ( V «)* + B' Va + = 0, Téqua- 

• ifc* ' ■ * ' Il » 
tion A(v «)" + B y a :== o reviendra à la suivante , 

kiyay-^- BVa=:A'{\yay+ B'y/a-hC^ 



ou. , , . . 

n 



(A — A')(>7a)^+ (B-^B')V^« — C = Oi 




de s ne 
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mais, par hypothèse, il existe des Taleurs entières 
qui, sijwtiluées au Ueu des coefficients A— A', B— B', 
satisfont à cette demièie ; soient N et JN' ces valeurs 
entières; on aura 

A — A' = N, B — D'r=N', 
d'où... A = N-t-A', B=:N' + B', 

valeurs qui sont aussi bien entières que N, W, A' et 
B'. Ainsi, il serait en effet possible de satisfaire, par 

des nombres entiers , à une équation telle que A y a 
l^b^o, s'il était possible de satisfaire à celle-ci, 

a)' -+■ B Y a + C ^ o j mais celle-là est impos- 
.mMc ; il en est donc de même de A(v«)' + 
B V^a + C = o. 

Il est visible que ces raisonnements peuvent s'é- 
tendre ainsi d'un degré au suivant , jusqu'à une 

équation de la forme A(\/a)''~'-t-B( y a}''"'^+etc, 
+ T^o. Mais si l'on passait le degré « — i, il 
feudrait observer que l'égaUlé peut être ramenée à 
ce degré , en décomposant tout terme de degré supé- 

riem-, tel que A{Va)'"^'', ainsi, A(v'af l/a^ == 
A^(Va}^; et si p était lui-même ^al k « + *, on 
jurait ka{ya)" (Ya)''=\a'(Va)^; ainsi de suite, j 
I. Il est facile de démontrer qu'une expressio/l^M 

m+n 

que v^a, ne peut point être une racine de l'equa- 
x'"-|-P,.r'"~'+etc. =:o. 
Car supposons pour un moment que \/a convienne A 
i3* 




à cette équation : si nous multiplions son premier 
membre par un polynôme Y du degré n, ou d'un 
degré supérieur à « , qui n'admette que des racines 
commensurables , nous obtiendrons un produit d'un 
degré supérieur à m + « , qui , égalé à zéro , admettra 
i" toutes les raciiies de j:'"+P_a;'"~''+ etc. r= o; 
2° toutes celles de Y^o, mais qui n'en admettra 
pas d'autres. Or, cette nouvelle équation XY=:=o, 

m+n 

par cela même qu'elle admet la racine xr=^}/'a , clfr> 

Trait aussi admettre ^^^a^^a, a: = 6l/a, etc...., 
te, €, etc., étant les valeurs de x qui conviennent à- 
l'équation x"^" — i n^o, n" ijg. Cependant aucune 

m+n m+n m+n 

de ces m + n racines i^a , a i/o , 6 \/a , etc. , ne peut, 
réduire le facteur Y à zéro, puisque l'équation Y=ro 
n'admet, par hypotlièse, que des racines commensu- 
rables : chacune d'elle devrait donc satisfaire à l'équa- 
tion .r™+P, x""' -|- etc. + Pm = o, ce qui est 
absui'de, puisque cette équation ne saurait admettra 
plus de m racines. 

i8a. L'équation x^+P^x"""' etc. +Pm = o, 
nous supposons toujours de la même forme, ne s 

rait admettre une racine telle que \/ -■ 



Car 



'\V\ 



était une racine, .r"— - -g devrait 



elr«i 



un des facteurs du premier membre, de sorte que c 
premier membre serait égal à 

(a^-^ ^ (a:^''+Aa/"-^^'+etc...+Rjc"+S-T:+T); 

mais on démontrerait, comme dans le n" 178, qu 
n'y ï point de valeurs rationelles de A, B, etc., quî:! 
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puissent donnei' des coëflicieiits entiers, tant que b 
ne divisera pas a. 

i83- £n suivant une marohe semblable à celle du 

"" '79i "^^ reconnaîtrait que d b-)- va est racine 
d'une équation k"'+P,x"*~'+ etc.. +P«:= o, il en 

est de même de b + « V a, a étant l'une quelconque 
des racines de Véquation s" — i ^ o ; voilà pourquoi 
cliacun des radicaux cubes qui entrent dans les ra- 
cines de l'ëquation du troisième degré , se trouve 
multiplie tour-à-iour par cliacime des racines de 
l'équation x" — i r^ o. 

On voit, d'après ce principe, que dès l'instant où 

un radical y a entre dans l'esprcssiou d'une racine, 
il doit entrer aussi dans (ra — i) autres racines; mais 
dans ces n- — i autres racines, il est multiplié tour-à- 
touT par chacune des n — i racines autres que l'unité, 
(le l'équation x'^ ~ \ -=20. Ainsi , connaissant une cer- 
taine combinaison de radicaux dun même ordre, qui 
satisiâit à une équation, il suffira pour Ibrmer d'au- 
tres combinaisons qui satisfassent également, de mul- 
tiplier tour-à-tour chacun de ces radicaux par les 
racines de l'unité du même degré que les radicaux, 
de manière qu'en ajoutant tous les résultats entre 
eux, on obtienne une somme rationnelle, et qu'il en 
soit de même lorsqu'on les multipliera deux à deux, 
tiois à trois , quatre à quatre , etc. , cette dernière 
condition est nécessaire, parce que le produit des 
fecteurs correspondants aux racines conjuguées doit 
être un polynôme de forme rationnelle (i) , et qu'une 



(1) J'appelle ratines conjuguées celles qui existent néces- 
t ensemble, comme +1/2 et — i/a. 
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racine incommensurable V^a n'en entraîne pas d'aif- 

Ites que les produite de l^'« par les racines de l'équa- 
tion x" — 1=^0. 

Maintenant on pourrait prouver, par des raison- 
nements semblables à ceux du n" i8i , qu'ime exprès- 

(ion telle que b + \/» ne saurait être racine 'i'uRS 
équation- du degré m. 

On conçoit aussi qu'une équation du degré m na 
peut. point avoir pour racine une somme de radiosuz 
du degré n sur laquelle il faudrait faire plus de m 
combinaisons pour obtenir des sommes de prçduit 
rationnelles et entières. . 

184. Le théorème du n" 4' "'" ^'^^ génêral&^a^ 
que pour les équations qui ne renferment que des pu^ 
sances entières et positives de l'inconnue. 

En effet, soit a une racine de l'équation Aa^^ 
'Bx" + Cx''-i-... +'r^o, dans laquelle on supp^ 
que quelques-uns des exposants soient fractionnaire! 
ou négatifs. Cette équation revient h 

A{x"'—a'")-\-B{x"~a'')-^etc.... =q. 

Or, si n et^ sont des nombres, soît entiers, soit ■)» 
gatifs, les binâmes x" — a", a:'' — a'', ne seront plni 
divisibles par x — «, de sorte qu'il ne sera plus getr 
mis de conclure que le premier membre est divisible 
par (x — a). Il pourra l'être cependant, car en dfTir 
sant le produit {x — a) (Aiï"'~' + Mj;"~'+etc) pu, 
{x — a), on trouverait zéro pour reste et Aj:'''~'-t- 
Ma;''~'+etc, pour quotient; mais il ne le sera pas 

toujours. L'équation x'+ a:' — 2=;o en offre un 
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exemple; elle admet i pour racine, et son premier 
membre n'est pas divisible par X' — i. 

i85. Nous avons dit, n" 127, que si une équation 
X:^o admettait des racines égales, il existerait un 
diviseur commun entre X et X'. Nous savons aussi 
que co phi» grajid commun diviseur est le produit 
des facteurs correspondants aux racines égales, élevét 
chacun à une puissance moindre d'une unité que 
dans X. Enfin , il est clair que le plus grand commun 
diviseur entre deux polynômes dont tous les expo- 
sants sont entiers positifs , ©t dont tous les coefficients 
sont des nombres entiers, doit être de la même 
forme ; car la méthode que l'on suit ordinairement 
doit nécessairement donner ce commun diviseur s'il 
existe, et il est impossible qu'elle conduise à un po- 
lynôme affecté de coefficients ou d'exposants fraction- 
naires. De-là résultent les conséquences suivantes : 

1° Le produit des racines incommensurables ou 
imaginaires dont le degré de multiplicité est le même 
dans une équation de la forme a:"'+P,^'''~'+etc...;^20, 
est un nombre entier, ainsi que la somme de ces ra- 
cines, celle de leurs produits deux à deux, etc. 

2" Il est impossible qu'une équation de cette même 
forme ait (m — i) racines commensurables avec une 
seule racine imxtmmcnsurable. Une racine de cette 
dernière classe en entraîne toujouis d'autres qui sont 
ou également incommensurables, ou imaginaires, que 
l'on peut considérer comme ses conjuguées ; et si 
cette racine s'élève à un certain degré de multiplicité, 
elle aura des conjuguées dans ce même degré de 
multiplicité. 

3° Lorsque l'on applique la méthode dite des ra- 
cines égales, et qu'on devrait plutôt appeler méthode 
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de séparation des équations, lorsqu on applique, dis-je, 
cette méthode à une équation qui ne renferme plus 
dé racines commensurables , on ne peut point être 
conduit à un reste du premier degré en x. 

Ces différents faits sont assez faciles à saisir, pour 
quUl ne soit pas besoin de donner plus de dévelop- 
pements à cet égard. 
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Note troisième. Sur la méthode de Lagrange 
et les fractions continues. 

iS5. vJiï a vu, n° i43, 2°, que l'on pourrait abaisser 
le degré 'de l'éijuation de deux unités, toutes les fois 
que l'on trouverait une fraction continue périodique 
pour développement de la valeur de :r, attendu que 
cette équation admettrait alors deux racines de la. 
forme x=^a±l/6 qui seraient données par une 
même équation ilu second degré. Je vais démontrer 
. que rét^roquement toutes les racines qui sont des fonc- 
tions radicales du. second ordre , développées en fractions 
continues , engendreraient des fractions périodiques. 

Pour prendre le cas le plus général, considérons 
l'équation 

m x' — apx — j = o , 

dans laquelle les coefficients sont des nombres entiers 
xinques, positifs ou négatifs, en observant seu- 
bienlquempeutêire regardé comme positif, puisque 
1 pe rétaît pas, on rameueraiiT^ation à cet état. 
Echangeant tous les signes, 
>la posé, les racines de cette équation sont 



i les supposerons réelles; car, dans le cas con- 
ne pourrait évidemment pas se proposer 
s développer en fractions continues réelles; et» 
loor plus de s.mpUcité, nous remplacerons la qu»»' 
>4 



thé p'+ mil par k, de sorte qu'elles deviendront 



^ 



Prenons d'abord 1» valeur positive, et soit t: le plus 
grand nombre entier qu'elle comprenne; on aura 



.r, étant une nouvelle inconnue dont la valeur doit 
Être plus grande que l'unité. 
Il résulte de cette équation 



ou bien, en l'émettant ici pour k sa valeur /*'+mj, 

p'' se détruisant dans le dénominateur, on voit que ce 
dénominateur est un multiple de m ; et si l'on sup- 
prime ce facteur m dans les deux termes , la valeur 
de x' se réduira à 



—p + nm + \ ^p'+ 
«Tr'+ -ip 



-\~q- 
La partie — p H- m-K , qui est 
nombres entiers p,m,T:, est elle-mènie 
entier; ainsi, nous pouvons poser 
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p' étant considéré comme un nombre entier, et la 
valeur de x' devient 

De même, le dénominateur 5— OTTr'+ ^fK étant un 
nombre entier, positif ou négatif, on peut poser 

q — «^1T'+ a^TT = m', 

et la valeur de x, devient 



y + u 



c'est-à-dire, qu'elle est de la même forme que celle 
de^. 

Remarquons à présent que le nombie it n'était que 
le plus grand nombre entier compris dans la v^eur 
de X, et que l'on a par conséquent 



d'où m7:<p-\ 

et par conséquent .... 

/«TT — p < V^p^+mf ; 
mais nous avons fait ii9K — pt:^p'; ainsi, l'on a 
p' < V^p'+m^. 

Quant à /«', il est aisé de voir qu'il est moindre que 
3\/n'+m^. En effet, l'égalité mit — P^p' donne 
-\-p'^=zm7:; maïs chacun des nombres^ et^' est 
o'+mqy donc ^ p -^ p' ^ nm est 
i4- 



Kgiolndre que V 



< 2V^v'+mn; donc , m est < i ï-, el 

fortiori, < %\/p'-\~mi- Or, il est cliiir (jue l'on trou- 
verait également': 



en posant x, ^«'h ; et le nombre^" serait 

moindre que X^p'+mq, par la même raison que ^'f 
de plus, il existerait entre ^',^", m' et :t', une rela- 
, tion^' -\- p" ^=^ni' -K , absolument semblable à la rela- 
tion ^ +^'^?/2ir qui existait entre p^p\ m et tt; 
enËn, le nombre p" serait moindre que l/^i'-f-wj,' 
tout aussi bien que les nombres p et^'; donc, on 
aurait aussi p'+p" < alZ/i'+wç, c'est-à-dire, mW 
<a\/p^+ rnç, d'où il faudrait conclure quewl'est 
<a\/^p^-l-i/iq, tout aussi bien que m. 
On voit, d'après cela, qvie les valeurs successives 



p'+V^p'+mq p"+Wp^+mq p"'-\-\yp--\-m 




successives x ^x ,x , etc., sont com- 
la partie constante V^p'+mq, et avec 
des nombres entiers variables ^'j^', />'",,. etc., m', 
m", m'" ... etc., dont les pre^uers doivent tous, êtrç 
moindres que la constante \/'^p'-i-i/iq , et dont les 
autres doivent être moindres que le double de cette 
même constante. Or , le nombre des contbinaistms 



telles que 

des nombres différents 



que l'on peut faire avdc 
assujétis à être plus petits 



que 2 l/p'-h i>iq est limité , tandis que celui des quan- 
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tités inconnues x', x", x'" ,,, etc., est infini toutes 
les fois que la quantité que l'on veut réduire en frac- 
tion continue est irrationnelle. H faudra donc néces- 
sairement {ju'après un certain temps on retombe sur 
une combinaison déjà trouvée , c'est-à-dire , que l'on 
trouve une certaine incoiinue ccy:7= .r^ , .Vj^ étant une 
valeur déjà trouvée. Or, il est ciaif que dès ce mo- 
ment on retrouvera également a?f+i:^=a7,i+,, .r^+j^ 
^n+s.... etc.; ce qui démontre que Infraction con- 
tinue sera périodique. 

11 est visible que l'on pourrait appliquer aisément la 
même démonstration à la seconde racine, lors même 
que cette seconde racine serait négative. D'ailleurs, 
on la développerait en la changeant de signe, et l'on 
prendrait la fraction périodique que l'on obtiendrait 
avec le signe — . 

i86. Pour donner un eïenipte, nous prendrons 
l'équation x' — 3^o. 



On £ 



I tire x^\/'i^i-\ ; d'où il résulte. 



^ 



i = l/3— I 



et par conséquent 




a (1X3 - 
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ce qui donne pour valeur de 

cette valeur étant la même q 

est déclarée dès ce moment, et l'on a 



de —, la pérîod* 



2 + etc. 
>6tt encore l'ëquation if* — -^x — 2^0, qui donne 

En développant la première de ces valeurs, on aura 
successivement 



a:^ 2H , x^- 

X, = 1/3 + I = 
D'où ^- z= 1/3 



1/3— I " 2 
^ + J- 

— I , et par conséquent 
1/3 +1 



en sorte que la période est composée des deux frac- 
tions partielles -, -, et que l'on a 
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Quant à la seconde , on trouverait 



I + I 



a + r 



I -4-1 



2 +etc. 
\ et par conséquent 



2+1 



I + I 

■ I iif -i. * 

2 + etc. 

187. On peut ausiài transformer Une ({uantité telle 

que^^ -2 en une fraction continue dans laquelle 

Ie!s numérateurs des diverses fractions intégrantes ne 

, soient plus constamment égaux à lunité. En effet , 

soit a le plus grand nombre entier compris dan^ 

* i^ on aura 

m 

a: =s^ ^ z= a H , 

m x^ 

d'où..... 

I jP+ \^q \^q + {p — rna) 

— — ——a — (X, rZ3 ' I 

et par conséquent 

m 

En multipliant les deux termes de la fraction par 
— Vq'^{p — ma), afin de rendre le numérateur 
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rationnel et entier, il vient 



Le numérateur q — [p* — iwa)' étant un nombre en- 
tier, ainsi que la partie vw'a — mp du dénominateur, 
puisque q^p^m et a sont des nombres entiers, la 
valeur de x est donc ramenée à la forine 



Y -f- '^ Vq 

Ainsi , il reste à développer m \/q en une fraction 
continue périodique dont les numérateurs ne soient 
pas constamment égaux à lunité. Pour cela prenons 
simplement W^g', puisque le développement demV^q 
sera connu dès Tinstant oii l'on aura celui de V^q. 

Soit N le pluâ grand nombre entier compris dans 
}/q, on aurgi 

d'où... ~ =\/j— N=^~^' 



et par conséquent 

mais Fégalité \/q = N H donne 

^/ 

on a donc 

y— N 



V/gr =:N + 



a 
9 



2N+- 
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doù l'on voit que \/q se développera en une fraction 

continue périodique dont la période est ^ — = — , ea 



sorte que l'on a 



— N' 



aN + g^— N= 



2N + y — N' 

aN + etc. 

.11 est aisé de déduire de-là le développement de x. 
Soit proposé, par exemple, de réduire la quantité 

X =: en une fraction continue dont les nu- 

mérateurs ne soient pas tous égaux à l'unité. On 
trouvera d abord 

I 
j? == 2 + 



+ 2 1/2* 



En appliquant ensuite la méthode à \/2, , on verrait 
qu'il n'est pas possible de transformer \/2, en une 
fraction continue dont les numérateurs ne soient pas 
tous égaux à l'unité : car l'application de cette même 
méthode donnerait 



. I 

V/2 = I + 



2 + 1 



2 + etc. 



Mais si Ion multiplie cette quantité par 2 ^ pour 
avoir 2 1/^2 , on trouve 



2 1/2 = 2 + 



2+1 



2+1 



etc» 
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2 + etc. 

Le numérateur de la seconde fraction partielle n'est 
pas égal à l'unité; maïs il est le seul. Quelquefois le 
problème serait impossible, et alors, en appliquant 
la méthode , on trouverait précisément la même frac- 
tion continue que par la méthode du a° i85. 

Si l'on prend pour second exemple ir^ — i + 1/6» 
on trouvera 



2+1/6 



En développant l/6 , on trouvera 

1/6 = 2 + ^-— 



Si l'on appliquait à cette même quantité la méthode 
qui conduit à des fractions dont le numérateur est 
toujours égal à Funité, on trouverait 
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Et il est aisé de reconnaître en effet que ces deux 
valeurs de ce sont équivalentes : d'abord, si Ton 
chercha les équations qui devraieBt donQer Tune et 
1 antre , on trouvera la même équation x^-^-ix — 
5:^0, ce qui démontre fe £ait En second lieu, on 

peut diviser les deux termes 2 et 4 + -7 '• — de la 

^ ^ 4+etc, 

première par le même nombre a, ce qui réduira 

cette première valeur à 

I 
â? £= I 4^ 



24-1 



^ + (1 

Va + a ^\ 



etc, 



Il est encore permis de faire la même opération sur 
la fraction qui est renfermée entre parenthèses, ce 
qui donne 



I 
a: = I + 



2+1 



4+1 



24-1 



4+/2 

Va + 2 "N 

4 + ctc«/ 

Et en continuant ainsi,, on retroirvera la seconde va- 
leur de X. Donc, cette seconde valeur équivaut à la 
première. 
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Note quathièmi. Considérations qui servent h 
déterminer, dans certains cas, le nombre des ra- 
cines imaginaires d'une équation, 

i8S. JVL. DX Laghange a donne, dans sa Résolutioiff 
des équations numériques , le moyen de l 'oonnaitrÀ 
le nombre des racines imaginaires dans certaines 
éipiations qui ne passeraient pas le cinquième degré. 



:ëdé qu'il indique est aussi applicable mai 



Le [ 

équations de tous les degrés, lorsque l'on sait d'avance, 
que le nombre des racines imaginaires ne surpasse 
pas 4- Voici ce que dit à cet égard cet illustre géo- 
mètre. 

" Soient a, b, c, d... etc., les racines réelles d'u 
équation quelconque, et a + êl/— i, a — 6l/— 
Y + Sl^— I, y — 5l/— I — etc., les racines imagi- 
naires. Les carrés des différences de ces racines si 

(a — *)% {a — c)% {a~dy etc. 

(ù~cy, {b^dy, il>—ey etc. 



-4S% ~4S\ . . 

(« — * + ei/-i)\ 

(a— c + gl/-i)\ 
elc , . . . 



(. — * — «[/-: 
(a— e — êl/-; 
(« — </— êlX-i 

etc . . . . 



(a-y + (e + S)l/-i)% {<x—^~{S+S)\y-i)\ . 
etc. . . . etc. . . . 

lesqueb seront par conséquent les racines de l'équa- 
tion aux carres des diiférences. 

■> Soit m le degré de l'équation proposée, qui est 
égal au nombre des racines ii, i, c, etc., a + êw^— ï, 
a — êl/-i, f + Sv^-i, y — S1/-1, etc.; celui de 

l'équation aux carrés des différences sera — ^ ^ =n. 

Soit p le nombre des racines réelles a, b, c, etc., 
et ay celui des imaginaires «-6 l^-i , «-ê V^— i , etc. , 
en sorte que m.=^p~^^q. Il est facile de voir par la 
table précédente que, parmi les n racines de l'équa- 
tion aux carrés dos différences, il y en aura néces- 
p{p~i) 



de réelles et positives , q de 
réelles et négatives, et :iq{p+q—i) d'imaginaires (1). 



(1) Il pourrait y avoir plus, de —^ racines positives } 

et cela arriverait si l'on arait, par exemple, Z=^& daas les 
deux racines (,-, + (e-J)^^_,)■, (._,_(£_ J)^^.,).. 
Alais il ae pourra pas y ea atoir moins , puisque le nombre 

p<p-i) 

Est celui des carres des différences entre les ra- 
cines réelle*. Remarquons en ouli'e que si l'on avait 6 = f, 
réqualion aux carrés des diffcrcDces adpiellrait deux racines 
positives égales à (1 — f)' ; q"e 'a réciproque n'est pas 
vraie, parée que l'on peut avoir [a — by := {c — il)':^ 
{g — /y , etc. ; mais que si la proposée est dégagée des 
facteurs égaux , les racine? négatives de l'équation aux carrés 
différences ne peuvent provenir que des racines de la 
iposée qui , sans être égales , ont la partie réelle com- 



If:, 



daa I.BÇOWS » it'CBlmï, 

■ Qu'on fasse maintenant le produit de toutes cef 
racines , et il est visible que le produit des "'" 

racines positives sera toujours positif; que celui des 
^ racines négatives sera positif on négatif, suivant que 
le nombre q sera pair ou impair, qu'en6n celui des 
^q{p + q — i) imaginaires sera toujours positif; eo 
eH'et, ces dernières racines étant deux k deux de U. 
forme (Ah-Bi/-i)', (A — Bi/— r)\ leurs produit! 
deux à deux seront de la forme (A'+B'J', et par' 
conséquent positifs : donc, le produit de toutes ces 
racines imaginaires sera aussi positif. 

« Donc , le produit total sera positif ou négatif, 
suivant que q sera pair ou împ; 

" Mais le dernier terme d'une équation est, comiB^I 
on le sait, égal au produit de toutes ses racines, avec, 
le signe + ou — , suivant que le nonibie des racines 
est pair ou impair. Donc , le dernier terme de l'équa? 
tion aux carrés des différences, dont le degré est n, 
sera nécessairement positif, si « et y sont tous dewf 
pairs ou tous deux impairs , et négatif si l'un de cw 
'nombres est pair et l'autre impair 

"Or, si net y sont tous deux pairs ou impairs, n— f 
sera nécessairement pair; et si 'î et y sont, l'un parf 
et l'autre impair , n — q sera nécessairement impair; 

mais, à cause de n ^ — ^ 



' et de n 



-afi 



mune : d'après cela , toutes les fois que l'équation 
des différences n'aura pas de racines égales , il se 

(lirs qn'elle admet^— ^^- tacînes réelles et positives, 

plus ni moins, i; racines réelles et négatives, et tq(j3-t-ç—y 
imaginaires. Telle est la circonstance où l'on se placi 
d'abord. 




qufl n — q sera toujours pair ou impair, siuvant que 

<-^ i sera l'un ou l'autre. 

a 

■ Donc, le dernier terme de l'équation aux carrés 

des différences sera iiëces?airemeni positif ou négatif, 

suivant que le nombre ^-^^- sera paii ou impair, 

c'est-à-dire, suivant que le nombre des combinaisons 
des racines réelles de la proposée , prises deux à deux, 
sera pair ou impair. 

«Supposons, i" que ce demira terme soit positif j 

il faudra, en te cas, que^-^^^ -^ acHt pair; donc, 

ou^ = 3), ct/i^=4x, ou ^ = 2>. etp = 4\ 

+ i; d'oii il suit que, dans ce cas, le nombre des 

racines réelles de la proposée sera nécessairement un 

multiple de 4, si ce nombre est pair, c'est-à-dire, si 

le degré de l'équation est pair, ou un multiple de 

4 + 1» si le degré de l'équation est impair. Ainsi, il 

sera impossible que l'équation ait a, ou 3, on 6, 

ou 7, etc., racines réelles. 

" Supposons, en second lieu, que le dernier terme 

de l'équation aux carrés des différcnees soit négatif; 

p(p — i) . . . , p 

'—^ — ■ — - soit impair; donc, pu- = 



il faudra que - 

2> + 1 et/):=4X-§-2, ou^ 



-.0.1+1 Gtp 

4X-i-3; d'où il suit que le nombre des 
réelles de la proposée sera nécessairement on Aiul- 
tîple de 4*1 augmenté de a, si le degré de l'équation 
est pair, ou un multiple de 4, augmeirié de 3, si ce 
degré est impair : de sorte qu'il sera impossible que 
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l'équalion ait en ce cas i, ou 4, ou 5, ou 8, ou 9, etc,^ 
racines réelles. 

■ Ainsi, à l'inspection de l'équation auï carrés des 
différences, on sera en état déjuger, 1° si toutes les 
racines de l'équation proposée sont réelles, n" i55j 
a" si le nombre des rucines réelles est un de ceux-ci; 
I, 4i 5, 8, 9, 12, i3, etc., ou bien s'il est un de 
ceux-ci : 2, 3, 6, 7, 10, 11, etc., ce qui sufGra pour 
déterminer le nombre des racines réelles et des 
ginaires dans les équations qui ne passent pas le cÎjW 
quième degré, et dans toutes les équations où l'on 
saura d'avance qu'il ne peut point y avoir plus de 
quatre racines imaginaires. (Voyez l'application auï 
quatre premiers degrés dans l'ouvrage de M. de La- 
grange, page 43)- Cette dernière conséquence paraît 
être subordonnée aux conditions que nous avons éta- 



blies plus haut. Car , sans elles , 



p^p-') 



ne serait 



plus le nombre des racines positives de l'équatiorf 
aux carrés des différences, et q ne se serait plus C 
des racines négatives : cependant ces conditions B^, 
sont pas nécessaires ; car la démonstiation repose rtr 
ce que le nombre des racines imaginaires de l'équa* 
tion aux carrés des différences est un nombre païf^ 
et sur ce que la différence n — xj est un nombre pair 
ou impair, selon que le nombre des racines réeUed 
positives de cette même équaiion est pair ou impur: 
or, ces deux conditions ont également lieu iorsaut 
lu proposée a des racines telles que a + 6 V^r-J. 

Y + 61/— I ; puisque le nombre ^-^ : d 

réelles et positives de l'équation aux différence» 



trouve augmenté d'un nombre | 



et celui d( 



s unagini 



e étant diminué de la même quan* 
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titÉ, le nombre n — y sera encore pair ou impair en 



même temps que 



'(■P- 



11 n'est pas inutile de remarquer cVailleure que ce 
procédé serait en défaut si l'équaiion aux carrés des 
différences contenait des facteurs étrangers. Mais à 
l'aide des méthodes indiquées par M. Lefebvre, ou 
des fonctions symmétriques, on pourra toujours obte- 
nir la véritable équation aux différences. 
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, Sur quelques questions particw- . 
s équations qui retiferinent des 



demande de transformer une équation 
autre dont toutes les racines réelles 

une quantité plus grande que toute 

, et l'on pourra prendre le plus grand 

;ni de l'équation, augmenté de l'unité; on rem- 

jeera l'inconnue x de la proposée par_^— (C+ i), 

i) étant ce plus grand coeflicient augmenté de 

thîté et pris positivement; le problème sera résolu, 

I le voit aisément par la relation x=y — 

i), qui àanna j ^ X -\- (C + i). 

voit que si l'on demandait de transformer 

2tion proposée en une autre dont les racines réelles 

tent négatives , il suffirait de remplacer x par 

r(C + ,). 

ïiorsque l'on se propose le premier problème, 
i5 
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convient dexaminer d'abord si l'équation n'est pal 
dans le cas de celles qui n'admettent point de i 
négatives ; car alors , la transformation deviendrait 
inutile. De même, lorsqu'on propose le second pro-< 
blême , il faut examiner avant tout si l'equEttion D'ei| 
pas dans le cas de celles qui n'admettent point de ti 
cines positives. 

1 90. Transformer une équation, donnée en une aian^ 
dont les racines régies soient toutes plus grandes qut If^ 

11 suffira de remplacer x par N + L — j-, L étasC 
une quantité plus grande que toute racine reellef 
car, de l'égalité x=^^-\-h—y, on tire_^:^(L — ar), 
+ ]Vj or, (L — .-k) est une quantité positive, puisque 
L est plus grand que toute valeur réelle de x^ d'oi 

En remplaçant x par — N + {_^ + L), on t 
formerait l'équation en une autre dont les racines si 
raient négatives ou moindres que N, puisque la rela- 
tion ^^^ — N +_?*+ L donne y^{x — L) + W, eti 
que l'on a j: < L. 

191. Trouver une érptation dont tes racines j 
les sommes des racines d'une équation donnée y ptisti 
deux a dtuac. ' 

Il est clair que l'on pourra résoudre ce problAnB 
par une marche semblable à celle que l'on emptoM 
pour l'équation aux différences, c'est-à-dire, pûsfl 
x:^^y — «, substituer [y — à) au lieu de x dans li 
proposée, et éliminer a entre la proposée a'"-^9^ 
«""'-l-eic. + Pm:=:o et la transformée. On doitSf 
lement observer ici que le dernier terme de celtrf 
transformée ne serait plus iï"" + P a""' -j- p «'^ 
-l-etG...-+-Pm, comme dans le cas de l'équation ai 
diftërences, mais bien i"'+P,fl'"~'+P„a"'~' + P^^ 
«"'~^..+P™, ou ~a'"-i-V^a'"-~' — vJ'^'.., + vL, 
salan que m est tvn nombre pair ou un nombre ira- 



pair. Ainsi, 1 équation finale en y renfermerait les 
doubles 2tt', 2«^... etc., dfes ràcitiës de la prtJpoSéë, 
parce que l'on ne pourrait plus supprimer le terme 
indépendant de^, comme dèlns la rechëtthfe de l'équa- 
tion aux différences* Le degré de cette ëquàtiôh finale 
ddi*ait dofle ni{)n — i^ + rhy c'est-à-dire, m*. On peut 
reconnaître aiséhieht ^u'ii en serait de rnèhie de 
lëquaticlh âiit différences si, àTânt d'élihiihër, oh hé 
âùppriiriait pas le tetïhe vT^ + P^ cT^"^ + etc.... + P^ 
datis la transformée : on patriéndràit à une équàtiôii 

.. finale qui contiendrait les m différences égalée à ^éro; 
tt' — a\ a^' — «", etc. 

Si Ton voulait avoir une équation qui ne renfermât ' 

point les doublés ^a\ â^", etc., des racines de la 

proposée , il faudrait diviser l'éqiiatiôn filiale qtie 1 oïl 

obtiendrait, par 2*"/^ + <^^-^ y^-^ ^ etc.. 4- aPm-i 

^+P/ît, qui est le produit des facteufs (^ — ^a'), 

• (^ — 2a"), . . . etc., correspondants aux doubles des 
racine^ dé là proposée; La division réussirait ^ puisqild 
l'équation en^ admettrait ce* racines 7,a! ^ 2a"... etc; 
102. Trouver une équation dont les racitiès soient 
lès différences des puissances n^"»** des rèteines d^vme 
équation donnée^ 

11 faut remplacer œ par v (y-4-;r"j,et éliminer se 
entre la proposée et la transformée^ car la relation 

jt= V (j+^j?") ttfomtre que FWi aura /=a:'*— a*, 
jr=ii/*.^Ô^, etc.;. Si a\ A, rite.... Sont lei< rddiiëi^ 
de la proposée. 

Dé même y ^^t trouver Urié éqUatioH doHt lès ha^ 
■^^s^U, »^ ,. ,^.^., .>^_ ^^ 

* > équation donnée , il faudrait remplacer x par y jr—x^^ 
^ «t éliminer x entre la proposée ^t la transformée. 






Sur les équations qui renferment des exponentielles, 

193. Trouver les -valeurs de x qui contiennent k 
réquatioH a'^-(-ba'*+ca^*+etc... +ka'"-';:=Q. 

On posera a^m:^, et l'équation proposée devien- 
dia ^ + ij'''+c/'+elc...+Ay"^Q. Il faudra ré- 
soudre cette équation , et lorsque l'on aura trouvé Ii 
m valeurs dej>- qui lui conviennent, on aura à tîi 
les valeurs de x correspondantes dans les m équa' 
tions auxiliaires 

rt^ = a, fl'^^g, a'^^y etc. 

*, S, y, etc., étant les valeurs de y. Ces équations 
auxiliaires donneront 

log. « log. ê 

X =: , " ' , X = r- ■ 1 etc. 

lo^. a log. a 

On voit qu'il correspondra une valeur réelle de x â 
chaque valeur positive de j-, pourvu que a soit aussi 
positif. On ne saurait afBrmer qu'il y en a plus d'une; 
car un nombre ne peut avoir qu'un logarithme réel, , 
comme on le verra dans les séries logarithmiqae&j 
V" partie. Mais on aura une infinité de valeurs in 
ginaires, parce que tout nombre admet une infîniij'< 
de logarithmes imaginaires. Quant- aux valeurs néga- 
tives de^j elles fournissent des valeurs de a: imagi- 
naires. Je ne considère que le cas où la base a 
positive. 

Voici quelques applications de cette méthode. 






Posons a*=_/, U vient 
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Cette dernière équation donne 






ainsi, il reste à tirer les valeurs de x des deux équa- 
iions partielles 

I + V/3 , 1 — 1/^3 



X * « ^ ^ ^x 



^ w^mm — ■^— ^— "^^-» • • • 2 ani^B - « 



qui donnent 

j, _ ^og' (^ + V^3) — log. 2 

log. 2 ' 

^_ log. (i — 1/3) — log. 2 

log. 2 

La première de ces valeurs est réelle; mais la ^«> 
conde est imaginaire , parce que \ — 1/3 est un« 
quantité négative. 



Il* Exemple. 2^*— 2^^"'' — i = o. 

Cette seconde équation n'est pas présentée sous la 
forme prescrite; mais elle s*y ramène aisément en 

— 2^* 

observant que 2** *== --r-. On fera donc 2^^=^, 
et il viendra 

d*où 3j^=4 .... jr-=i j, 

loff . 4 — loff . 3 
et par siute 2;r= " , ■ ° — -• 
'^ log, % 

,, , log. 4 — loff. 3 
d où ;c = -2--~ 2 — 

X log. 2 



Il' Exemple. 
Posant 3^ = 






j+ 2^'+ 5y+ 7r'=8. 

Il est clair que cette transformée admet une racine 
positive , puisqu'elle peut être mise sous la forme 
•jj*+ 5_^'+ 2^'+ 7^—8 = 0, ei qu'alors son der- 
nier terme est négatif. Il est visible encore que cette 
racine positive est moindre que l'unité j car la subsb- 
tution de l'unité, ou d'un nombre positif plus grand, 
rendrait la somme des quatre premiers termes posi- 
tive , et plus grande que le dernier terme 8. On 
reconnaît à l'inspection même l'équation, ou par U 
règle de Descartes , qu'il n'y a qu'une seule racine 
positive. L'équation proposée atlinet donc une racine 
réelle, et ne peut en admettre qu'une : il est aîsé de 
la trouver. 

194- Voici quelques autres exemples de résolution 
des équations exponentielles, dans lesquels ce n'est 
plus le même nombre qui se trouve élevé aux puis- 
sances X, zx, etc. 

1° Soitfl.m^ — 6,a^:=:o. 

On tire a. m' =2 è. 
conséquent 






pai 



log. b — log. . 
log. m — log. , 



2° Soit a"':=ci' 
On tire 771:1; log. a 



;.c+(«: 



^v 


1 


HVIH 


On aura 


_ 


'" ^'-', 1 




1 






a 


d'où log. i " — 


log 


i^ — log. c";=log.(/^-', 


ou bien 






«log- ^ — ^ log 


.â- 


-nxlog.e — (x — p) log. */^o. 


^(juation ramen 


ée à 


la forme algébrique. 


195. Si l'on 
dans laquelle i 
représentés par 
= è^, il est cla 


demande de résoudre une équation 1 
y aurait deux exposants inconnui 1 
des leitres diftérentes , telles que a" 1 
r que le problème sera indéterminé, | 


et qu'il sera pe 


mis 


d'attribuer à l'une des inconnuei 


telle valeur (jue 


Von 


voudra. Mais le rapport - sera 
log^i ^ 

log. a 


déterminé , et é 


gaU 


196. Nous 
l'ëquaùon 


proposerons pour dernier exempla j 






fl+Va: 


qui comprend 
On en déduit 


un ( 


xposant inconnu et irrationnel. 

1 




d'où . . 




a — V'x log. m 


£n multipliant les 
compose le premie 
^^^^^^J^Mlion 


leux termes de la fraction qui 
r membre par le numéi'aieur 
devient 
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('+ 2a \/x + X log. n 



chassant le dénomioati 



V log. mj log. 



+ 2a\/x 



et transposaot , on tronT». 



équation qui peut être résolue à la manière de celles 
du second degré , puisque x est le carré de \/x. 

iQj. Pour compléter les idées que l'on doit acqué< 
rir sur ces sortes d'équations , occupons-nous de cellei 
qui coniienneut des exponentielles doubles , telles 
que (a'f . La parenthèse qui renferme a annonce que 
c'est a que l'on doit élever à une puissance marquée 
par c"^, et non pas a" que l'on doit élever à la puis» 
fiance x, ce qui n'est plus la même chose. 

Soit donc l'équation {af =3Z b. On en tir&t^ 

c* log. (î^;^log. ^; 

d'où X log. c + log. ( log. a) — log, ( log. b) , 

., . _ log. (log.M-^log.(log.«) 

doù enfin xt= - P .. \ .- P — ( ^-1 — S — i. 

log. c 

On peut aussi résoudre cette m^me équation en 
posant c^'-^z, ce qui donne a'-^b. Celle demièn^ 
donne la valeur de z , et d'après cela ou tire la valeur 
de X de la première. 

Si l'on veut résoudre une équation qui renferme' 
une exponentielle triple, ou quadruple, etc. , il nV 
aura pas plus de difficulté; seulement, le calcul seri 
plus long. ^^ 

198. Ces notions suffisent pour mettre en état a« 
résoudre deux équations affectées d'exponentielles , qu4- 
renfermeraient deux inconnues. Soient , par exemple 

a'=b'^\ et d ' = A-^, 
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il ne s'agira que d'extraire de <hacune de ces équa- 
tions la valeur de x en fonction de j^ et d'égalef 
ces valeurs de :e ; on aura une équation qui ne ren- 
fermera qu'une seule i 
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Note sixième. Sur les équations qui renferment 
des radicaux, sur les racines incommensurables , eî 
et sur quelques autres questions particulières. 

ïgg. Xjorsqd'ewe équation renferme des radicaux 
monômes, on peut toujours les faire disparaître par 
le procédé que nous avons indiqué n° aS. Mais ce 
procédé est en défaut lorsque les quantités qui entrent 
sous les radicaux sont des polynômes. Dans ce cas, 
pour dégager l'équation des radicaux, on a recours 
à différents moyens. L'intelligence et l'habitude des 
calculs algébriques sont à-peu-près les seuls guides 
que l'on puisse avoir dans ces sortes de recherches. 
Néanmoins, je ferai connaître ici des procédés qui 
sont toujours applicables aux radicaux du second 
degré , lorsque la quantité qui entre sous le radical 
est une fonction du même degré. 

A cet effet , nous distinguerons deux cas ; savoir : 
celui oti la quantité qui entre sous le radical peut 
être décomposée en facteurs réels du premier degré, 
et celui où les facteurs simples sont imaginaires. 

i" Lorsque les facteurs seront réels , il suffira d'éga- 
ler le radical à un produit tel que {x — a)», x — a. 
étant un de ces facteurs, et z étant une fonction in- 
^étcfminée de x que l'on calculera par l'équation de 
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condition. On trouvera toujours pour x une fonclioa 
rationnelle en 2, En effet, supposons que a-^bx-\'i^ 
soit égal à {a: — «) {x — ê) , a et ê étant réels; ( 
posons 

\/{a + bx-\-x^)^ l/(:^_«)(^_g)^(:r~a)s, 

il en résultera 

{x-a){^~€) = {x-arz\ 

ou (^— g} = (:c — ajz' 

et tirant la valeur de x-, il vient 

g— «2' 



fraction rationnelle en z. Si l'on remplace x par cetW 
valeur, le radical deviendra 

V'{a-^bT + x'')^{x — a)z^=i — -— ^ — a Ja. 

Si ta quantité qui entre sous le radieal éXA\t d6 h. 
forme l/(A+Ba:+Ca:'), les facteurs ne seraient plw 
{x — a) el {x — ê); mais il serait facile de rentrer 
dans l'hypothèse que nous venons de traiter , < 
posant 

et par suite 

1/(A + Bx + Cj;')= V/C(:c— (»)e. 

Le facteur l/C n'empêcherait pas que le radical 1 
piitètre remplacé par une fonction rationnelle en i. 

a" Lorsque les facteurs simples sont imaginaires i\ 
les quantités ci et € le sont aussi, et par conséquE 
le moyen que nous venons d'indiquer aurùl l'incoM-V 
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yénient d'introduire des coefficients imaginaires dans 
Téi^uation. On y suppléeJbfir le procédé suivant. 
Oa pose 

Il en résulte 

a-\-bX'^ x''-=. X* — ^izx + z^y 

ainsi, les termes en ^* se détruisent, et l'on na plus 
qu'une équation du preinier degré en x^ qui donne 
pour X une valeur rationnelle en z^. Cette valeur est 

xz 



' b + 2Z^ 

en sorte que Ton a 

\/(a+bx'\-x'') = -r-^ z = — ^, 

^ ^ ^ 4-2Z P 4- 2J5 

fonction yatiohnelle eu z. 

Si le terme en ^' avait un coefficient autre que 
l'unité , on transformerait le radical , comme nous 
J avons fait dans le premier cas , c'esit-à*dire , que 1 on 
poserait 

|/(A+B^+G^O = l/C \/{j^ + ç^x + x^^y 

puis on égalerait f%/p + ^^ + a:M k x — z, ce 

qui fournirait une fonction rationnelle en z que Ion 
multiplierait par l/C. 

Ce procédé n'est point applicable aux fonctions telles 
que V^a-^rbx — ^*, dans lesquelles le terme en j:% 
est affecté du signe — , lorsque ^ et ^ sont positifs ; 
mais il est visible que , dans ce cas , les facteurs simples 
sont réels, et le pren^ier procédé réussirait. En un 
inot, on réussira par le premier moyen, toutes les 
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fois (jue les facteurs simples seront réels, et par le 
second , toutes les fois que le terme en x' sera affecté 
du signe + , les facteurs simples étant d'ailleurs réeii 
ou imaginaires. 



Sur les r 



( incommensurables. 



200. Les principes des n"» ij8, etc., peuvent être 
souvent utiles dans la résolution des éijuations nu- 
mériques. On peut, en les employant, trouver quel» 
guefois des quantités radicales qui satisfont à l'équa- 
tion proposée, et même résoudre complètement cet!» 
équation. 

Soit , par exemple , l'équation 

^* — 5^:'+ 6^0. 

Le nombre 6 est plus grand que toute racine posi- 
tive, et par conséquent, si cette équation admet une 
racine positive de la forme l/A , celte racine ne peut 
être que l'une des quantités 1/2, l/3, 1-^5, t^6, 
1/7, 1/8, l/io, etc., 1/35. Je ne prends point iq^. 
les expressions V'^y I/9, etc, qui sont des nombres 
entiers. En essayant I/2, on voit que l'équation est 
satisfaite : on en conclut immédiatement que — l/a 
est aussi une racine ,■■ et il est aisé de ti-ouvcr les 
deux autres, 1^3 et ^l/3, en divisant par (a:+l/ay 
(x^l/2), c'est-à-dire, par x" — 2. 
Soit, en second lieu, l'équation 

x'- — lOx' + I :^ O. 

Si cette équation admettait des racines de la forme 
V^A., elles seraient comprises entre i et 11 ; ainsi, il 
faudrait, pour s'assurer s'il y en a de celle espèce. 
essayer les quantités \/^y 1^3, etc., l/iao. On ver- 
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rait que l'éijtiation ne peut êd'e satisfaite par aucune 
lie ces quantités. 

On peut donc être assure que si 1 équation admet 
pour racines des fonctions radicales du second degré, 
elles sont de la forme \/A+t/B, ou i/A + i/B-J- 
l/C, etc. Essayons donc les combinaisons de cette 
espèce qui représentent des quantités moindres que ii, 
el prenons d'abord l/a + 1^3. La substitution 
donne o pour résultat ; conséquemtnent x ^ l/a 
-t- 1/3 est une racine. Cela posé, il est assez naturel 
d'essayer aussi la même quantité avec un signe con- 
traire ; et comme cet essai réussit , on en conclut que 
— 1/2 — 1/3 est aussi une racine. En divisant alors 
le premier membre par 

(a:~-l/a — v/3) (vc+ l/a + l/3) =:c'— 5 21^6, 
on trouverait .r' — 5 + 3l/6 pour quotient, et ce 
quotient , égalé à zéro , donneiaic les deux autres 
racines. 

On peut diminuer le nombre des essais par diverses 
considérations. La première consiste en ce que l'équa- 
tion ne peut admettre l/rt pour racine, qu'autant que 
le dernier terme est divisible par n, n" 147- Ainsi, 
dans l'exemple actuel , le deinier ternie étant i, il 
était inutile d'essayer les quantités radicales simples 
1/2, 1/3, etc. 

On peut remarquer, en second lieu, que le résul- 
lat de la substitution de Va + v'b est de la forme 
Pl/fl -I- Qi/è + Ri/fl* + S , 

et que si chacune des quantités P, Q, R, S est égale 
à zéro , l'équation admettra les quatre racines V'a-\- \/b^ 
— V'a — \/h, V'a — i/è, — \/a-^\/by qu'il en sera 
de même si, ab étant un carré parfait, on a sépa- 
P=:o, = 0, et Ri/«iH-S = o. 
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Dans Vexemple que nous veiions de traiter, la 
quatre égalités Pz^o, Q^o, R^i^o, S^o sont 
satisfaites; aussi IVquatîon admet-elle les quatre ra- 
cines 1/3+1/3, — ^/2_tx3, +1/2 — 1/3, et 
— t/a — 1/3. On verra d'ailleurs, sans doute , que 
cette équation peut être résolue à la manière de cellct 
du second degré. ,Ie n'ai recherché les racines par 
tine autre niarehe, que dans l'intention d'énoncer 
quelques idées, qui sont loin assurément d'être assez 
complètes pour former une méthode sftre, mais qui, 
peut-être, seraient susceptibles d'extension, et don( 
il ne serait pas impossible de tirer des procédés fré- 
quemment Utiles. 

Sur quelques autres questions particulières. 1 

201. On demande dans quels cas le polynôthi' 
x'+px4-q no pourra jùmais changer de signe, 
quelle que soit la -vahur attribuée a x. 

On sait que tout polynôme qui n'adnlet qUe des 
racines imaginaires ne peut jamais changer de signef 
mais il jouit encore de la même propriété lorsque 
toutes ses racines sont égales deux à deux ou qnatrtf 
à quatre, etc.; et il est tisible d'ailleurs quîl cess^, 
d'en jouir dans tout autre cas. Ainsi , ponr <^ 
x"-\-px: + y no puisse jamais changer de signe , qnèlBlr 
que soit la valeur atiriboée à jc, il faut et il sbffit 
que les deux racines de l'équation *'+p> + f==J 
soient imaginaires, ou qu'elles soient égales. Or, ce 
racines sont 

Elles seront imaginaires lorsque q -, étant positif, ser 
plus grand qtié ^ ; eUes seront égales lorsque y , étahf 
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nâme ne change jamais de signe, il faut et il suffît 
que q soit positif, et qu'il ne soit pas moindre 



que 



Il estTiaible d'ailleurs que ce trinôme restera tou- 
jours positif, puisr^ue la substitution du plus grand 
coefficient, augmenté de l'unité et pris positivement, 
donnerait un résultat positif. Le trinôme — a^'-f-par 
+ j demeurerait, au contraire, toujours négatif, 

lorsque q étant négatif j ne serait pas moitidre que^. 

4 

202. On demande dans quels cas le trinôme Ax'-|- 
Bx + C ne changera jeûnais de signe, quelque -valeur 
que l'on attribue h s. 

Il est clair que ce sera encore dans le cas où 
l'équation Ax'-\'Gx~{-C = o n'admettra que des ra- 
cines imaginaires , et dans celui où les racines serent 
égales. Or, ces racines sont 



^C^B--4AC). 



Pour qu'elles soient imaginaires , il faut que 4AC soit 
positif et plus grand que B'; et pour qu'elles soient 
égales, il iaul que 4AC=:B'. Ainsi, dans les deux 
cas, il faut que A et C soient de même signe; en 
sorte que les conditions qui satisfont à la question 
consistent : i" en ce que A et C aient le même signe; 
3"" en ce que 4AC ne soit pas moindre que B'. 

Si l'on détermine de plus , dans la question , le 
»igne que doit conserver le trinôme, il faudra ajouter 
une troisième condition à celles que nous 
dVnonctr : cette condition consiste en ce que A soit 
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positif ou négatif, selon que le trinôme devra reslrf, 

positif ou négatif. 

ao3. On peut généraliser ces considérations _ 

t pofynôttie de degré pair ne pourra jamaîi 
changer de signe, quelque ■valeur que l'on attrihue i, 
X , dans deux cas : i° lorsque toutes ses racines seroni 
imaginaires , ce qui exige que le coefficient du pre- 
mier terme soit de même signe que le dernier p 
a" lorsque ses racines réelles seront égaies deux & 
deux , ou qitatre a quatre, etc. 

On sait qu'un polynôme de degré impair ne peut 
jamais jouir de celte propriété. 

ao4. On demande quelle est la relation qui doû 
exister entre les coefficients p et q de l'équation x'+. 
pï + q=;0,^oMr que ses trois racines soient réelles. 

Représentons par a une de ces racines; le poly*' 
nôme x'+px + q devra être divisible par (jr— (ï);j 
En effectuant cette division, on trouve x' 
a'-i-p pour quotient, et a^-\-pa~i-q pour reste. Ce 
reste sera en effet égal à zéro, si a est une racine de' 
l'équation proposée. Cela posé, pour que les deux 
autres racines qui devraient être données par l'équa--. 
X -i-a^+p^=o, soient réelles, il faut 
i" que p soit négatif, puisque, sans cela, le dernier' 
terme à'-y-p serait positif et plus giand que le C 
de la moitié du coefficient du second terme, 
l'on ait 

"■+/'<ï, 



i tire , d'une part , 



(•). 
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et d^autre part, çn multipliant par a, 



û' 



a* + pa < — , 

or, a^ -{- pa:= — y, cTaprès l'équation a'+/?^ + 
^ = o ; on a donc 

a' 

ou, ce qui e$t la même chose, 

4 > - f . 

. Elevant les deux membres de (i) au cube, les deux 
membres de (2) au carré , afin que ces deux inégalités 
renferment a à la même puissance ; et les multipliant 
ensuite membre à membre, afin d éliminer cette in- 
connue a , il vient 

Ainsi , pour que l'équation admette deux et par suite 
trois racines réelles, il faut et il suffit, i^ que/? soit 
négatif; 2° que Ton ait entre /? et y la relation — 4/^' 

> 27 y'- 

!2o5. Les différentes questions particulières que 

nous avons traitées dans ces notes sont suffisantes 

pour exercer Tesprit des élèves. Nous bornerons donc 

là <:ette troisième section. 
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QUATRIEME PARTIE 



PREMIERE LEÇON. 

Des /onctions sjmmètriqiies et invariables des 



.L. 



jES divers coefficients d'une équation, c'est-à 
dire la somme des racines , celle des produits deui à 
deux, etc., sont des fonctions symmetriques et ii 
rîaliles de ces racines. Elles sont symmétriques, parce 
que les racines y entrent toutes de la même manière. 
Elles sont invariables, parce qu'en y substituant tello 
racine au lieu de telle autre, et réciproquement, elles 
ne changent ni de forme , ni de valeur. Mais «l 
coèfGcienls ne sont pas les seules fonctions de celte 
nature; et parmi plusieurs autres, on peut distinguer 
particnlièrement les sommes des puissaûces d'un 
même ordre , ainsi que diverses combinaisons de ceî 
sommes. 

On peut donc se proposer cette question générale: 
Exprimer en. fonction des coefficients d'une é^uatiM 
x'"+/',i"'~'+, etc. = o, les sommes des diyerta 
puissances d'an même ordre de ses racines. 

On sait que le développement de la puissance m 
d'une somme a-^-l>+c, etc., contient les termes a", 
i"*, etc.; en sorte que le piocédé qui s'offre immé' 
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tliatement à l'esprit pour obtenir la- somme a^-t- 
è'"+c'"+, etc., des puissances de l'orilre m des ra- 
cines , consiste à élever à la puissance m les deux 
membres de l'indentité 

p, = — {a + b + c-\-, etc.), 

et d'en déduire S„, c'est-à-dire, b"'+à"'+, etc., en 
fonction du coëffieienl p^ , et des autres p.., pt, etc. , 
que le calcul pourrait introduire. Soit proposé, par 
exemple, de trouvei' la somme des carrés des racines 
de l'équation 

x'"+p,x'"~'+p^^a:"^^+ , etc. ~\-p„ = o. 

On élèvera au carré les deux membres de l'identité 

p, = ~ {a + è-hc-i-, etc.), 

dans laquelle on suppose tjue a , i , c , etc. , désignent 
les racines inconnues. 11 en résultera 

/','=a°+é'+c'+, etc.+2 [al+ac+, etc+ic-i-èi/-}; etc.), 

ou bien , en représentant par s, la somme des carrés, 
et déduisant la \aleur de cette quantité, 

s, = p;— 3p^, 

ou , en remarquant que p,=^ — i, , 

S.=:—p^S,— 2p", 
d'où J, + /),S, + 2/J„=rO. 

On pourrait, en opérant d'une manière analogue, 
trouver l'expression de la somme des cubes , des 
quatrièmes puissan'ces, etc. Mais il est \isible que les 
calculs deviendraient tellement compliqués, qu'il se- 
rait près qu'impossible de parvenir à l'expression gé- 
nérale de la somme des puissances du degré m. Ce 
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molif a df^tcrminé les géomètres à adopter une autre 

marche. Je «lonncrai la suivante, qui me parait tli^^ 



recte et assez t 
Soit 



mple. 



-'-\-p.^ 



' +, etc. +pm. 



T+p^ 



l'éqnation proposée. On trouvera d'abord aisément la, 
somme des puissances du degré m , en observant que 
si a, 6, ç, etc., sont les racines, on aura 
a"'+/',a"'~'+/i,a'"~' + , etc. -i-pn-,a.+pn:^o 
Q'"+p^€"'~'-\'p^S"'~'-i-, etc. +p„-,è+p„=:o 
etc., etc. 



_i , etc. , les sommes 
grés, et ajoutant ces 



d'où, en désignant par Sn, s, 
des puissances des diTTérents ( 
identités terme à terme, 

[l)sm+p,Sm-i + p,Sm~i-i-,etC.+pm-iS^+mpa 

équation propre à donner la valeur de Sm en fonc- 
tion des sonmies des puissances inférieures. Pour 
trouver les ejtpressions de ces dernières, nous obser- 



puis- 



verons qu'il suffit de cliercher la somme des 
sances du degré m dans une équation du degré 
(m+i),TU que cette expression correspondra à celle 
des puissances du degré {m — i) dans l'équation du 
degré m. 
Soit donc 



(»)•« 



"t-'+Q,.r" 



'+P,' 



,Elc. H-Qm+i=:.. 



cette équation du d^ré (m + 1) , que Je suppose pro- 
venir de la multiplication de l'équStion primitive de 
l'ordre m par ie facteur du premier degré x — a, La 
formule (i) I 
sances de l'ordre , 



: annonce que la 

réunie avec les produits des 
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sommes inférieures successives par les coefficients (ie 
l'équation , jusques et y compris celui du rang (m+i) 
par l'esposant m , forme un total égal à zéro ; en 
soite qu'il est à présumer que ion doit avoir dans le 
cas présent, en désignant par Sm, Sm — i , etc., les 
sommes des puissances des (m+i) racines de l'équa- 
tion que nous traitons, 

(k) S™ + Q, S„-, + Q, Sm_ + , etc. m Q™ = o. 

Néanmoins, la formule (i) n'ayant été déduite que 
d'une équation du degré m, il devient nécessaire de 
démontrer l'exactitude de cette formule (^), qui pro- 
vient d'une équation du dCgré 7n-(-i. 

Si l'on effectue les produits indiqués dans l'iden- 
tité (n), on obtiendra les relations 

Q== /'" — «/',» 

Q, = />, — a.p, , 
etc. . . . 

g„=/;„— «/-„_, , 
Q„+,^ -«/-.. 

D'ailleurs la forme de cette même identité met 
encore en évidence les relations 

Sm.^zSm-X' a", Sn_,:=Jm_,+ «"^', etc. S,= J,+ a , 

d'où il résulte que (*} prend la l'orme 

r(im+a'") + 0, — a) (j„_,+a'"^')+, etc. 
-4- {/7™_. — a;?„_) {s,-\-a) + m{pm.— a.pm-i) = o, 

égalité qui sera certaine, si elle conduit à une autre 
égalité légitimement établie. Or, si l'on effectue les 
opérations qu'elle indique, il viendra 



I 



— a.;;^,— /»,a^™-:. .... — ;.™_=.a.ï, 
— «"■—/',«"' '— yj,»"^....— i-^-,»' 

La première ligne horizontale contient une exprès 
sîoD nulle d'elle-même, puisque c'est le premi» 
membre de la formule (i). 

Supprimant tous les termes communs à la deuxiènuf 
et à la quatrième ligne, il restera — {m — t)pm—ia 
Ce reste, réuni ayec la troisième, donne 

— a [ï™^, +p,Sm-i+ , etc. + (m— i)/»»-.,] =:o, 
d'où .... 

Ca(j«-i+^,s,/,-a+, etc. +{m—i)p„-,r=Q. 

Ainsi , l'exi.stence de l'identité {h) , qui provient 
d'une équation du degré (m + 1 ) , dépend de celle, 
d'une identité de même forme appartenant à unej 
équation du degré m, qui contient la racine a de 
moins. Par une raison semblable cette dernière dé- 
pend d'une identité de même nature dans une équa- 
tion du degré (m — i), contenant une racine ê de 
moins, et ainsi de suite. En sorte que l'existence si- 
multanée de toutes ces identités, ou celle de (s) ea 
particulier, dépendra de la suivante, 

dans une équation du troisième degré. Or, cettt 
dernière est exacte ; donc , toutes les autres le sont 
également. 

Ainsi, l'on a, entre les sommes des puissances d» 
racines d'une équation du degré m, les relations 

(ï) s„ +;), ,ç„_, +p_^ j„_, + etc. + 



(.). 



Vmpm 



-'+P.' 



., + elc. +(™— 1);>» 



r(3) s„-a+p,Sm^l + etc. +{m — a)/>H»_» = 
1(4} î«_l+/',îm_s+etC. +("1 — 3)/>M_3=: 



donc en état à présent de déterminer I 
E des puissances d'un ordre douné des racines ] 
d'une équation, pourvu que l'indice de cet ordre n 
surpasse pas le degré de l'équalion. 

Il ne sera pas difficile d'étendre la loi à la somme 
des puissances de l'ordre (m + n) , en multipliant suc- 
cessivement par a", €", etc., ainsi que l'a &it Euler, 
les identités 

tt'"+p,x'"~'+p,a.'"'^+,ete. p„-t<i-i-pm = o, 
€"'+/,ê"^'+j7,6"-"+, etc. +p„-,&+pm~o. 



ce qui donnera 

«"^H-i?, «"+""'-!-, etc. +/,^,a'''*''+^„a'=0. 

Ajoutant, on obtient 

(G) Jnt+j,+^,ÏOT+„^, + ,etC. -h/>«-iJn+,+/>mJn:=0. 

Telle est la formule la plus générale de cette espèce. | 
En y faisant n^o, on retombe sur (i)j car Iç der- J 
nier terme ^m in devient alors 

p„ Sf, :^pm (a" -t- A" + , etc.) ^ mpm. 

En y faisant n^ — i, on obtient 

J»(-t+/'^»i-î-t-,etC. +pm~iSo+pmS-,^r=0, 
ou îm— i-l-/>,Joi_a+,etC. +mpm— i+Ptn S— 1=^0. 

En comparant cette égalité arec (a) , on voit que 




ce qui est d'ailleurs évident; ear, soient a, h, c, d, 
les racines, on aura 

i=(ahcd) {a-' + ^-'+c-'-^d-') 
^"'^^~'^\z=.bcd + aed + abd -\- abc=. — pm-i- 

2. Cette observation fournît un second moyen bien 
simple de pai-venir à l'identité (a), lorsque l'on con- 
naît (G). En effet , puisque 

La formule 

Im-i+Z», J«-a+ , etc. + mpn~i +pm. S(-,)=0 

qui a été déduite de (G) , se transforme en celle-d : 

J/«-.+/',J/«-i + ,etC. +-{m~i)p„-,=:=:o. 

3. La formule (G) conduit aussi à (S}|, en y faisant 
n ^ — 2 ; car elle donne 

Or, la relation 

;,„_, = — /-„5(_,), 
donne /7«_, i(_,) =—;.„[.(_.,)]% 

d'où 



Or 



Sm~2+p, J/n— 3-1-, etc. +mp, 



c'est-à-dire , 






ï(-,)"=y_2+ aa '6 '+2(1 V '+ aa 
-l-ai~' c~'+ 2Ô~V~'+ 2c 
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.H-jCtC- 

d'où . , 



( +lr'c~'+ù-'d-'+c-'d-' i " 



^rd-i id-\ 

ad+a, 



bc 



5„_,H- , erc. + mp„^^ — a < 
et enfin 

JBi-i-+-^,Jn,-3+, et*;. H- mpm-1 ^fn—t — o, 

ou bien 

Jj»-a + /»,JBi-3+,etC. +(m — 2)^„_a=:0. 
On en déduira également les autres. 

4. Ces notions sufiîsent pour la démonstration de 
ce théorâme général. 

Toute fonction algébrique rationnelle et symmê- 
trique des racinei d'une équation , peut être exprimée 
par les coefficients de cette équation. 

Kous remarquerons avant tout qu'il ne peut y avoir 
de fonction synimétrique rationnelle , autre que les 
sommes des puissances , et celles de leurs produits en 
nombre donné de facteurs, c'est-à-dire, deux à deux, 
trois à trois, etc. Il a été prouvé par ce qui précède, 
que les diverses sommes des puissances pouvaient 
s'exprimer par les coefficients. Il ne reste donc plus 
qu a montrer que cette possibiUtc s'étend aux sommes 
des produits des divers ordres des puissances quel- 
conques. 

Prenons d'abord la somme des termes de la forme 
a" ë", qui sera 

a"* 6" + a™ y" + , etc. 

et que l'on peut représenter pary(a"' ë"). Pour faire 
voir que cette fonction symraétriquc des produits des 



Iiuissances m par les puissances n peut èire transfbr* 
niée en une fonction équivalente des coefficients, il 
suffit de faire voir qu'elle équivaut à une fonction 
des sommes des puissances simples. Or , si nous mul- 
tiplions entre elles les sommes des puissances m et 
des racines , le produit que l'on pourra représenter 
f3T fti^/it" 1 contiendra des termes de deux sortes, 
savoir : la somme de toutes les puissances m-k-n, 
que nous indiquerons pary^ï"'"'""; et la somme des 
produits d'une puissance jit par une puissance n, que 
nous désignerons pary"^*'" É") ; ainsi, l'on peut dire 
que 

>->"=/-"+'+/(«"e"). 

d'où l'ésulte 

Chacune des quantités_/a",y"«",y"a"'"'"'', peut être 
exprimée au moyen des coefficients; il en est donc 
de même àej'ij!" ê". L'identité (6) peut aussi se re- 
présenter par 

(6,)/„-e-=/,/.-/,+.. 

Il est bon de se familiariser avec les diveisçs no- 
tations. 

5. Introduisons actuellement un facteur de fliUi 
et prenons, par exemple, y^a^ê^Y^- 

TTous prouverons que cette expression peut toe 
traduite en coefficients de l'équation , en muIti|maaE 
/«"Ê" parya''. En effet, le produit/a"" Ê"/«'' «on- 
tiendra quatre sortes de termes , savoir : ceux qù 
seront de la forme a"^^ Ê" ; ceux qui seront de 11 
forme «"''"^ê'",' ceux qui seront de la forme a""*^'*') 
et ceux qui seront de la forme (L^&^-f. Ainsi l'û» 
aura, en représentant la somme des termes de U 



première cksse pa-r /a.""*''' è" ; telle de la deuxième 
paryi"+''ê"'; celle de la troisième paryôt"''^''''' J et 
celle de la quatrième paryâ^É" y'*, 

d'où .... 

/a-«»/=A"ey«''->"""ê'-/»"*'6--/a"+-+''i 

mais, d'après l'identité (6), on a les relations 

/»- 6"=/.-/-" -/«"+", 
et par cODsé<juent 

puis encore, d'après la même identité (6), 

/«»+'' Ê"" — /(ï''+7"k"' — /a™+«+P ; 

subsiituant ces valeurs dans l'expression /'a,'"S"yP, 
on trouvera 

A"eY=/.V.'/»'-->"+'/.''->'"+y«"-/«"+'/«-'+>/«"+"+' 

Cette identité peut encore être ainsi traduite : 

Et chacune des parties qui composent le deuxième 
membre , soit dans (7) , soit dans (7,) , peut s'expri- 
mer en fonction des coefficients. 

Enfin, il serait encore aisé, en multipliantyâ" g" yP 
par/(S'), de reconnaître c^t f<t'jt"f-fj'l'' peut 
être exprimé en fonction des coefficients; car on 
obtiendrait une suite de termes que l'on pourrait en- 
core exprimer en produits de puissances simples â 
l'aide de la formule (6) , et ainsi de suite ; d'où rt- 
sulte le théorème énoncé. 



232 LEÇONS D ALGEBRE. 

6. On peut voir encore quelques observations 
ce sujet dans le complément de M. i^croix , pag. lO, 
II et la. 

Je terminerai par celle-ci : 

La formule 

Sn +p, ïn-i +p^ In-a + GtC. + nfa = O, 

dont on a démontré l'exactitude pour tous les cas 
donne dans les hypothèses particulières n=i, n^i,, 
«^3, etc. 

ï3 ~i-p, s, +p, s, + ipi = o, 

Si+p,S2+p,s,-^p,s, +4pi^Ot 



etc. . 






c-^^^r^o- 



-c-^ 



+p,s,+p,s>-i-p,s, -S 



relations qui donnent les coefficients d'uae équatioB 
en fonction des sommes des puissances des r 
en sorte que l'on pourrait composer lèquation dont '■ 
on donnerait les sommes des puissances des raciDea> 
jusqu'à la îw^"" inclusivement. Ces considérations J 
nous fourniront un moyen de former l'cquation auKj 
carrés des différences, c'est-à-diie , celle dont les r 
rines sont les carres des différences de^jracines d'à 
AnivQ équation donnée. i^,.v. ■ 
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Recherche de l'équation aux carrés des différences 
par les Jonctions sjtnmétriques. 



7- Xjes premières, et peut-Être les plus importantes 
applications de la théorie des fonctions sy m métriques, 
sont relatives à l'équation aux carrés des dliférences, 
et à l'élimination. Soit 

^'"+P, ^'"~' +P„ ■3^"' + etc. . . +/?m = o , 

une équation dont on se propose de calculer l'équa- 
tion aux différences. On sait que cette équation doit 
être de la forme ^ 



n{m~i)_ 



.. + ?« = o, 
et que si a,€,Y, etc., sont 



n étant égal à 



les racines de la proposée, (a-é)% («-^)') (ê-^)'.- etc., 
seront celles de Z;^o; en sotte que l'on aura 



-?'={«-ê)'+(«-r)'+ 

/ = («-ê)' (a-Y)'+. 



. + (§—,')■. ..etc., 



U s'agit donc d'exprimer les seconds membres de 
ces égalités en fonctions des coefficients de la pro- 
posée ; et il est clair que le problème sera résolu si' 
l'on parvient à les exprimer en fonction des sommes 
de puissances des racines de la proposée, c'est-à-dire, 
des quantités s, , j, , jj ■ . . etc. , n" 6 , pour lesquelles 



2S4 
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ows d'algAbre 


r, = â 


+ e + Y + etc. , 


s,^x 


+ g' + Y' + e«-, 


Ji = a 


+ 6^ + 7' + etc.. 


i.=a 


+ €' + Y* + elc., 


etc. . . 




^.^Z' 


^o. 


s,-hp 


î, + V,^0, 


Si+p 


s.+p.s,+3p, = c 


etc. . . 





A cet effet , repré'îentons par S, , Si , Si ... , etc. , Ii» 
(le puissances des racines de l'ëquation aux 
rés des diiférences, de manière que l'on ait 

s,:^(«-e)' + ((x-Y)".... +(e-Y)'+etc, 



-t)'- 



_(g_y)« + etc. 

■ +(e-Y}'' + etc. 

■ +(e-Y)' + etc. 



Si l'on examine avec quelque attention la valeur 
de S, j on verra qu'elle renferme deux espèces à& 
termes et qu'elle n'est autre chose que 

(m__i)î _a(aê + ay....+ey....+etc.) 

Or, si l'on retranche j, du carré de s', il est clair 
que Ton trouvera précisément la quantité 

a(a6 H- ay + 07 + etc.); 

on a donc 

(■).... S, = {„^,V,- (.,■-..). 
En examinant de marne la Taleur de S, , on " 
qu'elle équivaut à 

(wï-i)j4-4a'(g+y+etc.) + 6{a'Ê'+etc.)-l-etc. 
-4€'(a+-y+etc.) 



Or, si l'on multiplie .f, par 
du produit , il est visible 
résultat 

+ etc 

d'où il suit d'abord que le 
de la valeur ci -dessus peut 

En second lieu , si du cai 
on trouvera a (a' ê' + etc.) ; 
des deux derniers termes 
3(,î/ — j,); et de ces deux 
ijue l'on aura 

(2) .... s. = (™- .)..— 4(»,',^>.) + 3(., 
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i;, et si l'on retranche s^ 
que l'on obtiendra potu- 

+ etc.), 

+ etc.), 

second des quatre termes 
être remplacé par 



né de s, on retranche s^, 
d'où il suit que la somme 
peut être remplacée par 
choses réunies, il résulte 



En examinant encore la valeur de Sj, on voit 
qu'elle équivaut à 

(m-i}(o(''+g^+etc.}— 6{(t'e+etc.} + i5(a''g'+etc.) 
— 2o(a'g'+etc.)+i5(a'g'+etc.)— 6(«ê'+eic.) 

Or, si l'on multiplie Si par j^ , et si on retranche lu 
du produit, il est clair qu'on obtiendra pour résultat 
la somme des deux termes qui ont —6 pour coéf6- 
cieni, exception faite de ce coefficient. Si, d'autie 
part, on multiplie Jj par s,, et si l'on retranche en- 
core î6 du produit , on obtiendra pour résultat la 
somme des deux termes qiii ont i5 pour résultat, 
exception laite de ce coefficient. 

Si, en troisième lieu, on élève j, au carré, et si 
l'on reti-anche ss du produit, on obtiendra poiu: ré- 
sultat 3 (a' 6' + etc.) 
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Il suit (le ces considérations réunies que l'on 

(3) S^=. (m — i)se — 6{sj, — jB) + i5(f,5i — s«) 

— io{^,' — f»). 
Il est aisé de remarquer la loi qui existe dans 
différentes égalités, et l'on peut former ainsi aul 
d'expressions qu'on le voudra. Mais il sera plus aisj 
de mettre la loi générale en évidence, si l'on écrit 
ces égalités sous cette forme 



S, = ms. — z 



4.3 



Et l'on verra que généralemen 



)■■■■(*+■: 



w. 



Cette loi est d'ailleurs assez inutile , attendu rextrèm^: 
facilité avec laquelle on a composé les formules (i)ij 
(a), (3), et avec laquelle on composerait les autres. 
Gela posé, connaissant les quantités S,, S,, Si, etc., 
on calculerait les coefficients y, , y^. , Ji , etc. , de l'équa- 
tion aux carrés des différences par les formules 

(5. + ?, s,) 



},±=— J 



(S, + ^,S. + ?.S,) 



que 11 



î sont les nitmes que celles du n" 6, à cé\â près 

e les coefficients y, , j,, y, , etc. , de 1 equition aux 

carrés des différences, prennent la place des coëffi- 

I cients p,yp^i pi, etc., de la proposée, et que les 

sommes de puissances des racines de cette même 

' équation aux différences sont substituées aux sommes 

de puissances des racines de la proposée. 

M. de Lagrange , qui a exposé celte méthode dans 
sa Résolution des équations numériques, obser\'e qu'il 
est permis de simplifier ces diverses formules en fai- 
sant d'abord disparaître le second terme dans la 
proposée ; cela se fonde sur ce que les différences 
des racines de cette transformée seront les mftnes 

Ique celles de la proposée n" i58, 111" partie, et par 
conséquent l'équation aux carrés des différences ne 
I aéra point altérée. 

• Les élèves pourront faire l'application de cette 

méthode à l'équation .r' — 4'^*+^-^ — 4^=0, que 

I l'on a traitée par l'élimination dans la IIl" partie^ 

n" i36; ils trouveront 



«e qui donne, pour l'équatioti aux carrés des dif 
férences , 



gz'- 



z+532=o. 



Il est bon de remarquer que celte méthode a sur 
l'autre tout-à-la -fois l'avantage âe la brièveté, d'au- 
tant plus éminemment, que 1 équation proposée est 
d'un degré plus élevé, et celui de ne pas introduire 
des facteurs étrangers. Les calculs auxquels elle c 
duit sont d'ailleurs très - faciles. 




'effectue aussi d'une 

des fonctions s^mm» 
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De rèlimùtation par les Jonctions symmétrigius ^ 
du degré ^ Je l' équation finale. 

8. J_i'ÉLiaiINATIO 

assez simple, par ïe 

Pour montrer comment on pourra composer r^|tu> 
tioi» finale , en employant ces formules , prenoitf 
d'abord deux é<[uationa à deux inconnues , l'nne du 
premier degré, l'autre du second, 

a; + rt^ -H 3 := o , 
P et Q étant des fonctions dej' de la forme 

on parviendrait de suite à l'équation ûnale fonction 
de_/, eu tirant de la première d« ces proposées b 
valeur de x^ et en la substituant dans la seconde; 
mais si Ion a deux équations du second degré 

:r'+Pa: + Q^O, 

:c'+P,^-f Q,z=o. 

En résolvant la première par rapport à ^, on tire- 
rait deux valeurs fonctions de ^'j x-=^a.-, ,r— rff, 
qui, substituées dans la seconde, donneraient deux 
équations fonctions dej>- 



V.— ' 



;' + P,a+Q, = o 
'H-P,ê + Q,=o 
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et ni Tune ni l'autre ne serait Téquation finale en^*; 
car la première ne donnerait que les deux valeurs 
de y correspondantes à a: = a , et la seconde ne don- 
nerait que les valeurs de y correspondantes à ^ = ê. 
Mais si l'on observe qu'il ne peut point y avoir de 
Trieurs de y convenables au système des équations 
proposées, autres que celles qui satisfont à lune ou 
à lautre des équations Y^ = o , Y^^ = o , parce que 
celles-là seules peuvent être conjuguées à des valeurs 
de X communes , on sentira que le premier membre 
de réquation finale doit être le produit Y^ Y^^ , 
et que par conséquent cette équation finale est 
Y,Y^ = o, ou 

c est -à- dire, 

P'Q.(a-*-€) + Q;=o. 



Telle serait l'équation finale , ou plutôt telle est sa 
forme: il ne s'agirait plus, pour l'obtenir, que de 
substituer au lieu de P, et de Q, les fonctions dejr 
que ces symboles représentent , et dé remplacer a et g 
par les valeuri de x que Ion pourrait déduire de 
l'équation a:'-4- Pa? + Q = o. Mais supposons qu'il 
soit impossible de tirer ces valeurs de x , comme cela 
arrive lorsque les équations sont d'un degré supérieur 
au quatrième , et voyons comment on pourrait déter- 
miner en y les valeurs des fonctions de a et de 6 qui 
entrent dans cette équation formulaire. Ce sera une 
chose possible, puisque ces fonctions a'*^', a6*+a''6, 
tC + 6* et a.-4- 6 sont symmétrique^ par rapport aux 
racines a et 6 de l'équation ^'-f-P^ + Q=o, n» 4- 
En effet, on a . 






= ("8)-=Q-. 



«ê' + .'ê=a6(« + 6)=— QP, 

a- + ê'=J.=— Ps' — 2Q=P'- 

a + e=.,=-p, 

en sorte que réquation deviendra 

Q'— 2Qq,+q,'+P'Q,+p;Q-P'PQ— pp'Q'=i>, 

ou, ce qui est la même chose, 

(Q-Q,)'+CPQ,-P,Q) (P-P,) = o. 

9. Soient actuellement 
a;'"-t-P^"*-' + QV"-' + etc.... +T— 0, 

deux équations, l'une du degré /k, et l'autre du de- 
gré «, dans lesquelles P, Q, etc., P,, Q, , etc., sont 
des fonctions connues de /. Désignons par a, 6). 
y, etc., les m valeurs de x, fonctions de ^, qui,. 
substituées dans la première-, la réduiraient à 0:=o. 
Il est clair que si l'on remplaçait x successivement 
par chacune de ces valeurs dans la seconde , on au- 
rait m équations partielles fonctions de^, 

a"+P,(!i''— + Q, «"-=■ + etc.... +T,=o, 
6" + P, 6"— + Q.g"-^ + etc.... + T, =0, 
Y" + P,Y"~' + Q,Y"~'' + etc.... +T,=o, 



dont la première donnerait les, valeurs de _^ corres- 
pondantes k xi^oL, dont la seconde donnerait leï 
valeurs de / correspondantes à .r=r ê . . , etc. Uéqna- 
tion qui résulterait de la multiplication de toutes et»- 
équations partielles sérail l'équation finale, si a, fi,' 
•y, etc., étaient déterminées en j. Or, il sera toujoiin' 
possible de déterûiiuer ces quantités; car elles entrfr- 
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■ront symmétriqiieiiient dans le produit dont nous 
parlons j c'est-à-dire que toutes les fonctions de a, 
€, y, etc., qui entreront dans ce produit, seront des 
fonctions sym m étriqués de ces racines a, ë, v, etc., 
de la première équation. On calculera donc ces fonc- 
tions d'après des formules dans lesquelles elles ae 
trouveront en relation avec les coefficients P, Q,etc, 
et l'on aura une équation finale dans laquelle il ne 
s'agira plus que de mettre au lieu de 

P, Q, .... T, P,, Q,, .... T,, 
leurs vîdeurs en j: 

lo. Passons actuelleinent A la recherche du plus 
grand nombre qui puisse marquer le degré de l'équa- 
tion finale. 

Remarquons d'abord que si les quantités et, ê , 

■v, etc., étaient numériques, c'est-à-dire, si la pre- 

I mière des deux équations proposées ne renfermait 

L que X, il serait prouvé que ce plus grand nombre 

MMSt mn^ car aucune des équations partielles fonctions 

I 

^Tie pourrait être d'un degré plus élevé que n; donc, 
. leur produit ne pourrait pas surpasser m«, puis- 
1 qu'elles sont en nombre m. Il ne pourrait pas non 

plus être moindre, car la substitution de la valeur 

x^tt dans l'équation du degré n,x"-\-P_x''~'+etc. 

H-T^^o, ne peut pas abaisser le degré du dernier 
I terme T' r= e + é^ ■+ cj' + , . . + X/" : il en est de 

même pour la valeur .r = 6, etc. Ainsi, toutes les 
I équations partielles en ^ seront du degré « en _^; 
I donc, l'équation finale sera du degré tn/i. 

m 



a" + p, a"~' + etc. . . . =o, 
g-'+p g^-'^-etc... ^o. 
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Si chacune des valeurs ^^a, x=^€, etc., était 
une fonction du premier degré en y, le degré de 
l'équation finale pourrait être moindre que mn, parce 
que quelques-unes des équations partielles pourraîeDt 
s'abaisser au degré («— i), ou nièjue au degré (re— a), 
au degré (b— 3).., eic. ; mais ce degré* ne saurait 
surpasser nin; car U substitution de l'une quelconque 
de ces valeurs dans la seconde équation proposée ne 
pourrait point donner une équation en^ d'un degré 
plus élevé que n. 

Ces deux premiers cas ne présentent donc aucune 
difficulté^ mais il n'est pas permis d'appliquer les 



mêmes raisonnements au t 



i gen. 



léral t 



wiiel les 



symboles a, ê, v... etc. des valeurs de x doivent 
être considérés comme étant implicitement des fonc- 
tions radicales en^, de l'ordre n. Cette difSculté est 
levée en ne considérant plus dans l'équation finale les 
quantités a, ê, y, etc., prises isolément, mais bien 
les fonctions symmélriques de ces quantités que cette 
équation finale comprend. Il est clair, en effet, que 
s'il existe un terme de la formée Aa*Ê*' y*"... etc., 
dans le produit des équations partielles 



" + P,a 



. + T,=o 



É''+P,g''-' + P,e''-" + etc... +T,: 



f,y 



■^H-etc... + T,=o 



n y en aura nécessairement un autre de la fomic n 
Aê K '-f".,. etc., puis un autre de la forme Ay*ê*' 
a."... etc., et ainsi de suite; eu sorte que l'équatuw , 
finale comprendra une somme de termes que l'oi 
pourra représenter par A./^ &^' ■/" . . . etc., ou, p'ivl 
simplement, par P^JkJkJk,,.-- etc., expression daafl 
laquelle A est le produit du coefficient du ternit ' 



affecté de a dans ta première par le coëfGcient du 
terme affecte de ê ' dans la seconde, ttc; mais le 
coefficient du terme affecté de k dans la première 
équation ne renfenne pas jr à une puissance plus 
considérable que (« — k); de infme le coefficient du 
terme affecté de la puissance X^, de € dans la seconde 
ne renferme pas y à une puissance plus élevée que 
n — X-,, ainsi do suite. Donc, le plus haut exposant 
dont y puisse être affecté dans le produit A de ces 
coefficients est égal à la somme {n — -^) + (n — *J + 
(«— i„)+ etc. z=/nn — {>(: + i,-|-*„+etc.) de ces 
plus hauts exposants partiels. D'un autre cûté, on 
sait, par les formules qui donnent les sommes de 
puissances des racines d'une équation en fonction des 
coefficients, i" que J'x' S'" '('"', etc., est du ni^me de- 
gré ({ttejkjk./li,,, etc., a" que k est l'exposant de 
la plus haute puissance de^dansyii, que i, est celui 
de la plus haute puissance de y dans y*, , etc. ; 
ainsi, le produit y^y*, , etc., sera du degré ^ 4- 
i, + if^^ + etc., par rapport à_^. Donc enfin, le produit 
^fkfh,fk„— etc. , ne pourra pas être d'un degré plus 
élevé que 

mn — (^ + ^, + A_ + etc.) + (A + *, + /■„ + etc.) , 

c'est-à-dire que mn : et comme ce raisonnement a lieu, 
quels que soient les exposants i, ij, etc. , c'est-à-dire, 
quels que soient les termes que l'on multiplie, il en 
faut conclure que le degré de F équation Jinale résul- 
tante de l'Élimination entre deux équations à deux 
inconnues, l'une du degré m, et l'autre du degré n, 
ne peut pas surpasser mn, 

Voyez, pour un plus grand nombre d'équations, 
la démonstration de M. Poisson, Journal de l'EcoIn 
Polytechnique , n" II. 
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Résolution, des équations du troisteme degré, 

II. .ron R résoudre l'ëquation générale du troisièmcj^ 
degré t^-^ at'-\-bt-\'C = o, on la suppose rame- 
née à ta forme ^^ ~\-p~c-\- q^o; ce que l'on peut 
toujours faire en posant 



Car, lorsqu'on aura remplacé t par J"-f-î, et ordonné 
par rapport aux piibsances de x, l'in déterminée / 
entrera dans le coefficient de j;:', et n'y sera élevée 
qu'a ta première puissance ; on pourra donc toujours 
assigner la valeur de s, qui réduira ce coëfËcieni à 

zéro. On trouvera s^ — =. Le calcul étant absolu- 

ment le même que pour le seccmd degi'é , nous db 
l'effectuerons point, et nous passerons de suite à la 
résolution de l'équation .r^ +yjj: -f- y = o. 

Remplaçons x par la somme j -H s, afin de pou- 
voir déterminer z de manière à simplifier le résultat^ 
il viendra 



(j-hzy+p{j+z)+q = 



y+(3x2+/j) (j--\-z) + z^ + q=o. 

Posant 'ijz+p^=o, c'est-à-dire , ^-i:^ — ^, l'équa- 
tion se réduit à 
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OU bien, en écrivant dans' cette équation la relation 

r = — -^ 
•^ 3z' 

3 -.3 

ZZL^ -|-z^+^ = o, doù.... z^-^-qz^ — — =.o«- 
27 z' ^ ^ 27 

Cette dernière équation a reçu le nom de réduite 
du troisième degré , quoiqu'elle soit du sixième, parce 
qu'elle peut se résoudre à la manière de celles du 
second degré, en considérant z^ comme une incon- 
nue , et donne 

Substituant cette valeur dans l'équation J^ + ^^ 
y = o , ou j^^=. — q — z^ , il vient 



d'où.;..^=y/_|:p^2:_^£!. 
Observant ensuite que ^=^+z, on aura 



^ V4 27*^ 2 V4 27 

12. TeHe est la première expression de x. Elle 
semble offrir trois variétés , quant aux signes , et par 
conséquent trois valeurs pour l'inconnue x. Mais il 
est ai^é de voir, par l'examen des valeurs de z^ et de 
y^y et par la relation qui existe entre ^ et z , que la 
seule valeur de x qu'il soit jusqu'ici permis d'adop- 
ter, est 



"v/=îvf^+v/-fVf+ë- 
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L'équatioD du troisième degré admet néanmoiiu- 
trois racines; et la connaissance de la première mène 
à celle des deux autres, ainsi qu'il suit. 

On sait, n" 4it troisième partie, qu'il serait pos- 
sible d'effectuer exactement la dÎTision du trintane 
x'-\~px ~i-q, par le binôme 



'-(\/-l+\/'-+^W-l-\/'~+i^} 

Et que le quotient serait un polynûme du seconj) 
degré de la forme j:'+Aj7 + B, qui, égalé à zéro, 
donnerait deux autres valeurs de x propres à réduire 
à zéro le produit x^-\-px-\~q. Mais pour trouver le 
quotient plus promptement , nous rappellerons que 
l'on a posé ^rr:^+z, et qu'en conséquence !■ 
facteur 



peut être pris sous la forme x — {j-\-z'y, qu en sfr 
coud lieu, la substitution de ^+2 au lieu de j: dansi 
l'équation proposée donne 

Qu'enfin, les relations 

f + !? — — q et;. = — 373, 

ont lieu ensemble : d'où il résulte que la proposée 
peut être misp sous la forme 

Jî'— 3ja^— [7'+ s') = 0. 

Divisant alors le premier membre par x — (^ + 1) 
on obtient pour ^otJent 



^+(^+z)-^ + (^'+s 



-jrz). 
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Egalant ce quo.tient à zéro, et tirant les deux yaleur» 
de x^ on aura 



X 

d'où 

X 






d'où x=i[-(^+z)±(^-z)i/':=3], 

d'où résultent enfin les deux valeurs suivantes : 



X 



X 



=^ (.— ^ ; + <-^ ï — / 

En substituant pour ^ et z leurs valeurs en fonctions 
des coefficients p et y, on reconnaîtra que les trois 
valeurs de x qui conviennent à lequation x^+px 
+ y=r:o, sont: 



•^//i 



— i^\/:z 
2 



2 

4 ' î^7 



=^\^-l-v4T| 



1 

i3. Nous avons résolu réquation du troisi<'ï"^ 
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degré en faisant disparaître le second terme; on au- 
rait pu se proposer aussi de faire tUsparaître le second 
et le troisième termes, afin de n'avoir plus à traiter 
qu'une équation de la forme x^ — a ^ o, dont la 
résolution est extrêmement facile. Mais cette dispa- 
rition simultanée du second et du troisième termes 
de l'équation n'est pas toujours possible , elle ne peut 
avoir lieu qu'autant qu'il existe entre les coefficients 
certaines relations que nous allons indiquer. Soit à 
cet effet l'équation 

et posons a'=r^-t- z, il viendra 

(X -h zy + m (j -{- z)' -hn Ir + £) -\- t=0, 
ou bien, en ordonnant par rapport à^, 
(j+z- 



y+zz 






Pour qu'il fût possible de faire disparaître les deux 
termes affectés de j-^ et dey, il faudrait que l'on pût 
satisfaire à-la-fois aux deux conditions 



3z'-i-2mz + n = o 



Or, la première donne =:i 



, et est divisible 



par 1+ -^ ; il feudrait donc que le trinôme s'+ ~ ms 

+ ^n fût également divisible par par 3+ -5-, c'est» 
à-dire, que l'on eût l'identité 



QUATRIEME PARTIE. 



aSg 



•u bien 



z^+^mz-{ 3 






d'où 



am 77t + 3K 



et 71 = IL 772. 



77^ 



La première de ces relations donne K = 7f ; et cette 
valeur de Tindéterminée K étant mise dans la seconde 



m 



relation n:=zKmj il en résidte n= —, Il ne sera 

donc possible de faire disparaître les deux termes 
cités qu'autant que les coefficients m et n seront 
propres à vérifier la condition m^z=in. 
Soit, par exemple, 1 équation 



a: 



+ 3^'-h 3^:+ 126 = 0. 



En faisant :c=^+z, on trouverait 




o. 



^ui donnerait pour équations conditionnelles 

3z+3 = o d'où .... z = — r , 

z' + 2z+i==o.. d'où.,.. z = — I, 

et Ion voit que ces équations conditionnelles sont 
satisfaites par une même valeur z = — i , en sorte 
que la substitution a:=jr-—^i fera disparaître le 
deuxième et le troisième termes dans la transformée 
en j- ; cette transformée sera 

y+ 125=0, 



d'où .... 



= V — I25=— 5, 



> . 
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et par conséquent 

Pour avoir les deux autres valeurs de jt, on cher- 
chera d'abord les deux autres valeurs de^, en divisant 
^+125 par _^4- 5, ce qui donnera pour quotient 

Egalant ensuite ce quotient à zéro, on en déduira 

J>'— 

d'où .... 

De la nature des -valeurs de x, 

i4. La première racine que nous avons tronrée 
est évidemment réelle, toutes les fois que^ est posi- 
lif sous le radical 



et les deox autres paraissent imaginaires à came da 
facteur v — 3. 

Néanmoins, comme il arrive quelquefois que la 
partie imaginaire disparaît dans la somme des quan- 
tités , 

et que dès-lors les trois racines sont réelles; je vais 
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faire connaître le' cas oii cette partièwlarité se -pré- 
sente, en développant les deux radicaux suivant la 
formule du binôme, et montrer qu'elle ne peut pas 

3 3 

avoir lieu lorsque ^— est positif, ni lorsque ^-- étant 

négatif , se frouve < ^. Je traiterai ensuite le cas 

où ^-— étant négatif, se trouve >~, et je ferai voir 
qu'alors les trois racines sont réelles. 

1° — positif. 

La valent qu'il s^agît de développer petit être rtnst 
sous la forme 



en faisant la quantité réelle %/ ^ -f- ^ = a. 
On voit que la partie réelle sera 

et la partie imaginaire, 

Pour que celte dernière expression se réduisît à 

I 

zéro, il faudrait que la quantité (— ~y — a)', fllt préci- 
sèment la même que ( — i3' + «)^« Or> çette idea- 

r 
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tité n'a évidemment point lieu ; donc , x^^ est ima- 
ginaire, et de la forme 

a:^^z= m + n \/ — i , . 

vu quil entre une partie réelle dans son expression. 

On prouverait de même que x^^^ est imaginaire et 
de la forme 

x^^^ :i=zm' + n' X/ — I , 

2® hypothèse p négatif, et — < y- 

^ i5. Ce cas est absolument le même que le précé-. 
dent, puisque \/ ? — reste sous là forme réelle, 

et qu'on peut poser y'^ = ^ : avec cette seule 

exception que p devra être pris négativement dans 
les expressions des valeurs de x^ ces valeurs seront 
composées de la même manière. 

Du cas irréductible. 

p négatif, et — > ^ . 

16. L'expression \/ ? — devient alors de la 

forme 



\/^_?!l/— I = *!/— I. 
V 27 4 

La première des valeurs de x se change donc en 



X, = \/— l-^b \/^ I + y/ — ? — i \/~ X , 
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OU 



.A-i^'^-'hi-î-'^-y- 



Le développement de [ — ^ + h \/^ i j ne diffé- 

I 

rera évidemment de celui de f — ~ — b\/^\ J que 

par les signes des termes affectés de V^ — i. Ainsi, 
Ton peut dire d avance que jc' sera de la forme 

x^ =L(m + n\/ — i) + (m — ni/ — i) = 2m. 

Si Ion veut effectuer les développements , il sufi&ra de 
se rappeler que 

(a + *)'*= a*" H H !^ ^ (— ) + 

^ ^ L I ^ 1.2. \a J 

""'7.1'i""" G)'-^--]- 

de faire dans cette formule, m-i=z\^ a:=. — ^,et de 

a 

remplacer b par b \/ — i , on obtiendra , n^ i , cin- 
quième partie, 



effectuant les opérations , on trouve 

a. i8 
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3.' /i'N a'.a.S ^^t^ — 1 
rw Vf) "^ î^W î" 
-il'.a.5.8 ^<Y J'a.5.8.ii. i'iX— 1 
ÏXÏW'W a. 3. 4-5. (3)' î' 

on développerait la seconde paitie (—- — 1/ v'— ^\\\ 

et l'on verrait, comme nous l'avons annoncé, que lei 
termes affectés de S/ — i sont les mêmes aux signe* 
près, et que les deux parties réelles sont identiques; 
d'où fésulterait la conclusion que nous avons déji 
énoncée. 

Prouvons à "présent que les deux autres valeuii 
de X sont réelles. 

La première étant, ainsi (ju'on vient de le voir, 
de la forme 



-^ + «1/- 



+ ff 



n\/- 



la seconde sera 
-H-1/-3 



(w+;jl/-i)4- — ^ (^_nl/_i] 



Effectuons les opérations 
Multd".... m + «i/-i 

Mult'ea".. — i.-l--ij/_3 



m — n \/~ I ' 



Produits.. — '-m — i-nv'-i _^m-(-iBi/_ 

Il reste donc 

x„ = — m ~nV3 = — (»i + « 1/3) 
pour seconde valeur de x. 

En troisième lieu, comme .ï',,, ne diffère de J, 



quatriéhk partie, 2j5 

que par le signe de la quantité imaginaire, on peut 
apercevoir de suite que des opérations analogues 
conduiraient à 

^ui^ — ('" — «1/3), 

ce qui est d'ailleurs évident, puisque la somme des 
trois racines doit être nulle. Donc, dans le cas irré- 
ductible, les trois racines sont réelles. II était impos- 
sible en efl'et qu'elles fussent toutes imaginaires, car 
toute équation de degré impair a au moins une racine 
léelle. Nous remarquerons à ce sujet que l'on ne doit 
en général prononcer sur la réalité ou l'imaginarité 
d'une expression composée de radicaux successifs , 
qu'après avoir développé cette expression. 

17. Observons que l'expression. 



^< 



= l^a + i|/— I + Va — 5 V— I 



it se changer immédiatement en .r^/w + nV^ — i 
— I ;= 2 m lorsque (a + ^ 1/ — r ) = 
{^-,_„l/_,)i et {a~bV~\) = {m.— nV~i)\ 
c'est-à-dire , lorsque les quantités qui sont sous les 
radicaux cubes sont des cubes parfaits. 

Cette remarque prouve que si les parties qui se 
Mkvent sous les radicaux cubes y sont des cuèes par- 
il suffira , pour obtenir la prenuers racine , 
la racine cubique de l'une quelconque 
bl/ — 1 i^ (m + nl/ — i)' de ces parties, et 
de doubler la partie réelle de cette racine. Quant aux 
deux autres, on les obtiendra aisément; car on sait 
la preittière racine étant a m , /a seconde est 
(m — n 1/3) , et la troisième — (m + n l/3) ; elles 
donc doratées immédiatement, lorsque l'on con- 
tîtra la racine cubique m + ni/-i de a + bl/— i. 
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Soit, par exemple, l'équation 

qui, comparée avec .r'+^:c + j^o, ilonM 

f = — '7 î = — 4, 
et par conséquent, pour première valeur de x. 






^\/i 



.OtT 



V^ 



v= 



.v/^ 


V 


, ("7)' 
"7 ' 


v/^- 


v/= 


08-49.Î 


/>- 


v/- 


48.5 

=7 



ï/^^/^-ï/^- 



I! reste à extraire les racines indiquées, ou am- 
plement la première. On trouvera, par le procédé 
applicable aux racines en partie comniensurables et 
en pariie incommensurables, IH* partie, 



2+\/-3=-" + v/î\/- 



donc .... x,=z — 4i 

d'où ^„ = -(/.i-«t/3) = +2_ry/+|.Y/3 

^„ = a~l/+5 et j:„,=:2 + i/4-5. 

Le cas que nous venons de traiter n'olfre dcm 
aucune difficulté , lorsque la partie placée sous le r» 
dical cubique est un cube parfait , parce cpie l'on 
peut alors extraire cette racine exactement. Mats, 
dans toute auire circonstance , on ne peut pas obtenir 
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la valeur de x au moyen d'une suite limitée de termes 
réels, puisque le développement du binôme pour le 
cas de lexposaol fractionnaire se prolonge à l'infini: 
Voilà ce qui a fait donner à ce cas le nom ^irré^ 
ductible. 

Des équations qui peuvent se résoudre a la manière de 
^ celles du troisième degré. 

i8. De même que toute équation de la forme 

^^'*+/7^" + y = o, 

peut, être résolue à la manière de celles du second 
degré, en posant la relation x^z=iy"^ il est des équa- 
tions qui peuvent se résoudre comme celles du troi- 
sième degré :"-^t^es sont les équations de la forme 
;r^'*-t-/7j:'* + j = o, dans lesquelles on supposera 

X =,jr^ 
ce qui conduira à la transformée 

dont on déduira les trois racines 

yi m ■ -■ ■ 3 >■ 'I I I 11 •■. 

_i_v/_3. 



a 



— I — V/— 3 






^"'= 1 V — tH-\/^ + ^+. 



— i + V/- 






L'équation de relation a:" = ^ , qui donné^ 
X ^ Vy, fournira ensuite les valeurs de x 

chacune de ces dernières fournit n valeurs pour a:, 
ce qui constitue les 3/( racines de la proposée. 
{F'ojez la résolution de l'équation binôme, ) Mais il esi 
aisé de reconnaître combien ce ])rocédé serait long 
et dîfficultueus. 
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Bésolution des équations du troisième degré par la 
lignes trigonométriques. 

ig. vJn sait que l'équation générale du troisième 
degré 

x^ + px + y =: o, 

conduit à la valeur 



Je me propose de transformer cette expression en 
une fonction trigononié trique plus commode pour le 
calcul. Je ne m'occuperai point des deux autres ra- 
cines, puisqu'elles se déduisent de la première. 

Cette racine étant toujours réelle , quel que soi 

—, il faut égaler *— à une ligne trîgouom étriqué 
passe tous les étais de grandeur, à une tangente, 
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exemple. Si Ton observe en outre qu'il est convenable 

de faire en sorte que la quantité ^ -+- — prenne la 

forme d'un carré parfait, et que \ q devienne facteur 
commun, on posera 

p^ y» tang' B y» sin* B 

27 4 4,cos' B' 

* 

ce qui donnera 

^ cos' B 

y cos* B 

Or, 1 équation ^— = ^ -^ — , donne 

»^~tang.B' 
substituant cette valeur dans celle de ;r , il vient 



= V a7/cos.B->i \ Y V 27 / cos.B-n \^ 

tang. B \ COS. B ) tang. B\ cos. B ) 



X 



= V 5 ( V'tang. i B — V'cot i b) , 
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puis, posant 

v/cot. 7B =:cot. A, doù suit V tang, 7 B = tang. A, 

cot. A — tanfif . A . ^. 

et observant que — =cot. aA, on tu-e 

l'angle A étant donné par 

la relation v tang. 7 B = 
y- j tangente A; et Tangle B par 

= — 2 \/|.cot. 2A^ l'équation 



f y' tang' B 

37 4 

20. Si Téquation était de la forme 

x^ + j>x — y = o, 

il est visible que la seule différence produite dans la 
valeur de x , consisterait en ce que 7 q serait positif 
sous le radical , et qu'en conséquence il en serait de 
même de la quantité équivalente 



v/2 



tan^. B 
ce qui donnerait 



='\/1 C^'^'''l^'^-° )='vi '»■•'*■ 



âi. Si l'on prend en troisième lieu 

x^ — px + J = o. 
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on obtiendra 

3 



^=v/-4î+\/ï-ë+v/-i»-v/?-g- 



4 27 '^ 4 ^7 

Si nous supposons d abord — < ^^ et que noua 
fassions 

/?^ y'sin' B j, , . -_ 3» /;; 

^--= - — , doii sm. B = -^ X2.\/^, 

il viendra (i) 

x= V — 7 ? (i — COS. B) + V — 7 y (i + COS. B) , 
3 .- == 3 

a: 



▼ r— ^(l — COS. B) + V r— ^(l 

sm. B ^ ^ sm, B ^ 



COS. B) y 



X 



— %/■ //> Ycos.B~.i \ _ . / /pY cos.B + i \ 
^ y 27 V sin.B J ^ V 27\ sin.B y 

d'où ^= v/| [>>"_ (tang. i B) - V^(cot. 1 B)] i 



»^ â' tang' B 
(i) Nous ne pouvons plus poser ici — = 2 — • 

Car cette hypothèse conduirait à l'expression 

^=K-T9+T^l/(i-tang»B) + l/-i^-^V/(i-tang'B), 

etv/^(i— tang'B) n'offre aucune réduction à exécuter. C'est 

p^ q* tang' B 
qu'en effet la relation =^ = ° — n'exprune pas que 

p^ g* p^ q^ sin" B 

^- est<~ ainsi que la relation-'^ =- oui con- 

27 4 ^ 27 4 

vient à ce cas particulier. 



«=-»\/î(. 



Vtang. 7 B + Vcot. i B" 



)= 






22, Si l'on eîll pris l'équarion x^—px — j: 
les mûmes calculs auraient conduit à la valeur 



"Vl 



53. Si, dans l'équation j;' — px + f/ = o, nous 
supposons — > 71 nous tomberons dans le cas irré- 
ductible. Il ne nous sera plus permis alors de poser 

p' o' sin' B r. 1 ... 

i^=:i , Pour trouver, dans cette hypothèse. 

27 4 Jf > 

les valeurs de x en fonction de lignes trîgonomé- 

triques , nous comparerons l'équation 

.ir^ — px+ q ^o, 

avec Téquation 

sin' A — jR'sin. A + |R'sin. 3Ar^o, 

à laquelle conduit le problème de la trisection de 
l'angle, et qui tombe évidemment aussi dans le cas 
irréductible i car les coefficients \K' et ^R' sin. 3 A 

satisfont à la relation — —, > i ; ainsi qu'il est aisé de 

37 ?' - ' ^ 

* en assiu-er. 



Le rapproclienit-n l seul de cls deux équations 
montre que la valeur trigonométrique de x est 

»jr :^ sin. A. 
H nous reste à déterminer l'angle A, en fonction 
des coefficients. Or, la comparaison des deux mêmes 
équations donne 

Pi"! R*=;>, d'où R'=:i/. et R^ay/^; 
a" jR' sin. 3A^ j, ou bien ^ sin. 3 A=:y, 

d'où sin. 3A = — . 
P 
Cette valeur de sin. 3 A est propre à donner l'angle A; 
mais on doit observer qu'elle n"a etë trouvée ^ale à 

— que^ 'après rbypotlièse il = a 1/ ^ ; en sorte que 
si l'on décrivait un cercle, avec un rayon égal à 
a \/ j) l'arc qui aurait pour smus — serait le triple 
de l'arc A. Mais comme le rayon des tables n'est 
point égal généralement à — , il est nécessaire de cal- 
culer sin. 3 A d'après les tables, r'est-à-dire , de re- 
connaître le nombre auquel doit y correspondre la 
valeur de ce sinus qui convient à l'équation ; ce que 
l'on peuî faire aisément par cette proportion : 



1 



— =sln. 3A: 



(K = ,vi):: 



L. des tabl. 3A : 



d'où sin, 3A pris dans les tables 
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copTÎent à l'équalion, on chercliera sîn. A dans les 
tables, et aKn d'avoir le véritable sin. A qui convient 
à l'équation, on multipliera la valeur qu'on y trou- 

vera par le rapport — yz =^ r= '*'• rayon aonné 

avec celui des tables. 

Quant aux autres valeurs de :r, il sera facile de les 
obtenir, en observant que si au lieu de A, on met 
(lao^-H-A) dans l'équation 

sin' A — I R' sin. A + ^ R' sin . 3 A ^ o , 

les coëflicients jR° et -jR' sin. 3A ne changeroitt 
nullement; car l'arc A devenant lao" + A, l'arc 3 A 
deviendra SSo" + 3A dont le sinus est le même que 
sin. A. Ainsi , la seconde valeur de x est 

a:=sin.(iao°+A)xay'| = sin. (6o°— A)X2y/^, 

puisque l'on peut également comparer l'équation 
^' — px-\-q = o à l'équation sin'(i2o'' + A) — jR' 
sin. (lao^ + Aj + ^R'sin. (36o" + 3A) = o. 

La troisième sera a: = sin. (340°+ A)x2\/^= 
sin. (i8o''+6o" + A)2y/^= — sin. (6o''H-A)x 

aV/ ^; car si au lieu de A on met 240°+ A dans 

l'équation, le coefficient iR'sin. 3 A deviendra iR* 
sin. (720° + 3A); or, sin. (j20° + 3A) := siu. (360° 
+ 36o" + 3A)=sln. 3A. 

Ainsi, les coéfGcients n'étant point altérés, l'équa- | 



tion est encore satisfi 



i-dessus. 



1 valeur 
Nota. 1° Ces considérations noua font voir 



%x 
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problème de la trisection de l'angle est résolu par 
les trois valeurs 

H- sin. A. + sin. (60^— A). — sin. (60^ + A). ' 

Nota, oP On reconnaîtrait aisément que, bien qu'il 
existe une infinité d autres arcs propres à ne point 
altérer les valeurs des coefficients , il n'en est aucun 
qui puisse donner une valeur de x autre que les trois 
que nous venons de trouver. En ajoutant à A plus 
de deux fois 120 degrés , on ne produirait aucun 
changement ; et si on ajoutait un arc qui ne fût point 
multiple de 120 degrés, le terme jR^'sin. SA chan- 
gerait de valeur; ce qui confirme ce principe, qu^une 
équation du troisième degré ne peut pas admettre plus 
de trois racines. 

24. Enfin, il sera encore aisé de reconnaître que 
si l'équation était de la forme 

x^ — px — y=o, 

des calculs analogues, et la comparaison avec la 
même équation , sin^ A — | R' sin. A + j R' sin. 3 A 
= o , donneraient les mêmes racines , affectées de 
signes contraires, 

SIXIÈME LEÇON. 

Résolution des équations du quatrième degré. 

25. J^ous supposerons encore que l'on ait fait dis- 
paraître le second terme de Téquation générale du 
quatrième degré, et qu'en conséquence on l'ait ra- 
menée à la forme 

x^+px^ + qx+ r=:o. 



a86 LEÇONS D'AI.GB(DnE, 

En second lieu , noiis regarderons le premier 
membre de cetie transformée comme réstdiant de la 
multiplication de deux facteurs du second degré , 
dont il s'agira de déterminer les coefficients; et cette 
hypothèse sera légitimée si nous pouvons assigner 
les valeurs de ces coefficients. Soit donc 



1 



.T*+y.^ 



= (.r'+3ii:+_j-) (j;' — zx+s). 



Je suppose que les deux termes aflectés de la pre- 
mière puissance de x, dans ces deux facteurs, sont 
éfjaux et de signes contraires, afin que le produit, 
qui doit être identique avec le quadrinôme a:^-\-px' 
-j-yj^ + r, ne conlienne point le terme affecté àesc'. 
Pour déterminer les coefficients s,j^et s, nous effec- 
tuerons la multiplication indiquée, et nous égalerons 
ensuite les coefficients des mêmes puissances de x, 
ce qui nous fournira autant d'équations de relation 

s-z'+y=p, 
(i—^) z = q. 



qu'il y a de quantités à détei-miner j les deux pre- 
mières donnent 



f + s' 



et par conséquent 



P À s T 1 E. 
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équation cîu aîxièrae degré qui peut se résoudre à la 
manière de celles du troisième , et que Ion appelle 
réduite du quatrième, vu que sa résolution conduit à 
celle de l'équation générale de ce dernier degré. En 
effet, tequation proposée peut être satisfaite par cha- 
cune des conditions 3:^-^za:-^j~=x> , x" — aj;+î=o; 
or, si dans ces dernières on remplace s et 7' par leurs 
valeurs en z trouvées plus haut , elles deviendront 

la première... œ' + zx+^ ^ i- =: o. 



et on en tirera 






formules qui donneront les quatre valeurs de x , 
lorsqu'on y substituera la valeur de a que fournil la 
réduite. 

Observons à cet égard que la réduite étant d« 
sixième degré, et donnant trois valeurs pour s', c'est" 
à-dire , six valeurs pour a , il semble que Ton obtien- 
dra vingt-quatre valeurs pour x. Il est donc à piopos 
de faire voir, i" pourquoi la réduite est du sixième 
degré ; a° que l'on ne peut pas obtenir plus de quatre 
valeurs pour x. 

26, Si d'abord nous considérons tout polynôme d»* 
quatrième degré en x comme résultant de la niulti' 
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plicatîon de quatre facteurs binâmes simples; ce po-. 
lynàme sera divisible par les six facteurs du second 
degré que fournissent les produits deux à deux. Or, 
chacun de ces diviseurs du second de;^é contient un 
second terme, dont nous avons représen lé générale-, 
ment le coèflicient par z. Donc, z doit avoir six va- 
leurs , et voilà pourquoi l'équation en z est du sixième 
degré. On peut femarquer en outre que cette équation 
ne renferme que des puissances paires de a , et cela 
devait être ; car la proposée étant privée de son se- 
cond terme, on a, en représentant par ât, £, c, d, 
les seconds termes des binômes {j;-t-ft}, [x-\-i>)^ 
(a:-f-c), (37+rf), dont le produit compose lèpre* 
mier membre de la proposée 

a -\- b -\-c -\- d =0, 

TU que a-\-b-^c-\-d serait le coëlïïcient de x^ dans 
le produit {^+(7.) [x^b) (j7 + c) (ic + rf), commei 
il est aisé de s'en assurer par le calcul; or, cettBi 
égalité fournit les relations 



!+* = —( 



■H-"/). 



0+ c = — (S + rf), 
a + d= — (S+ c), 

en formant les produits deux à deux 

(,! + «) {x+b), (x + a) {x+c), ix + a) (x+3 
Ix + b) (jc + c), ix+l) (x + d), (x + c) {x+d), 



ix + a){x+b)' 



-+(»+*)^ 



[x+a) {x+c)—x'+ {i, + c)x + a 
(x+a) (x+d)=x-+ (a + d)x + a 



(- 



*)(- 



■'-h (*-Hp) J:+i 



(«: + ») {x+d)^x-+(i + d)x+ij 
{x + c) {x+d):=x'-i-{c + d)x + ctl^ 



Ainsi, les six Tiileiirs de z sont 

L^=b + c, z^b + d, z^c + d. 

Elles sont donc égales deux à deux et de signes con- 
traires ; l'équation en a doit donc être satisfaite par 
z = — g, si elle l'est par z-^i^g, et son premier 
membre est un produit tel que 

i'+s) ('-g) (-+*) i'-i-} (-+0 (—'■)= 

(Z--S-) {.--A") (»■-,-), 

l qui fait voir qu'elle ne peut admettre que les trois 
iissaxices paires, dont les exposants sont 6, 4; 3, 
l^et un terme connu g" h' i'. 

Cette dernière observation réduit d'abord à douze 
nombre des valeurs de x i^ui paraissent diffé- 
rentes; car la substitution d'ime valeur zi^g^ daas 
lies de X, donne 



'ië- 



--^- 



i^-i 



selle de s ;= — ^ donne 



= -T^±v/-i 



Bl'on voit que ces deux dernières valeurs sont les 
mes que les pieniières. On ne peut donc compter 
} trois valeurs de s pro]>res à donner des valeurs 
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de X difTérentes. Ainsi, le nombre de valeurs de 
est réduit à douze. ' 

En second lieu, si dans Téquation 

z'+a/^z' + O' — 4/-)s' — y'=0, 
' nous faisons 3*=f , il viendra 

i^ + î^e'+Qo'— 47-)f— y' = o. 

Les trois valeurs de t qu'admet cette équation soi 
les carrés des trois Taleurs î-^^g, z^h, z=i\aa 
aura par conséquent 

t'+^pt'+{p'—Ar)t~q^=i{t—g'){t — h'){t — i'). 

effectuant la multiplication indiquée dans le second 
membre de celte identité, on aura 

-A' +gU'K 

d'où ... 3^ = — (ê'' + ^' + <'')i 

p'—^r = g'h'+g'i'+h'i\ 

— q' = — g'h'i\ 

La première de ces relations donne 

et la dernière fournit 

q = Vg'hU^ = ghi; • 

substituant ces valeurs dans celles de x qui oi 
obtenues en fonction de z, on trouve 



=v/: 



ghi 



-.•+ns'+i'-+n—^j fi 
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remplaçant s par g dans ces deux expressions, on 
irouvp, ep ayant égard aux signes, les quatre valeurs 

2 ' 2 ' 

w 

et ces valeurs sont telles que si on y remplaçait e- 
par A, et l'icc versa; g par j, ei vice versa; ou A 
par i, et vice versa, elles se chan^raîent les unes 
dans les autres, en sorte que Ton retroui'erait encore 
les quatre mêmes expressions; d'où il faut conclure 
que l'équation du quatrième degré n'admet réellement 
que quatre valeurs de x différentes. 

2y. 11 nous reste à examiner la nature des racine^ 
de l'équation du quatrième degré ; et comme ces ra- 
cines sont essentiellement dépendantes de cellçs de 
la réduite t'+ 2pt''-t-(p^ — 4'')t—1' = *>^ il est à 

lopos àe rappeler d'abord que les racines d'une 
tion quelconque du troisième degré peuvent être 

ttes trois réelles , ou bien l'une léeUe et les deu^ 
imaginaires. Or, si les trois racines de la ré- 
duite sont réelles , il est visible qu'elles sont en mjêfiïp 
temps toutes positives, ou bien que l'une d'elles est 
Itositive et les deux autres négatives, puisque le der- 
nier terme — y" est essentiellement négatif, et que 
■ee dernier terme est égal au produit des racines, 
irises avec des signes contraires. 

En second lieu, si l'une d'elles est réelle et les 
<teux autres imaginaires , le premier membre de la 
réduite peut être considéré comme résultant de la 
multiplication d'un facteur réel du premier degré 
par un facteur réel du second degré, dont le dernier 
terme est positif et plus grand que le carré de la 
'9- 



r, 



signe Ci 
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moitié Au coèfScient du second j en sorte que la 
cine réelle unique est dès-lors nécessairement posïtive 
puistpie l'on ne saurait supposer 

m^is bien 

i'+^pe'+{p'-4r)t-f={t—g') (r'+Af-4-C> 

Ainsi, dans tous les cas, la réduite admet au moini 
une racine réelle positive. C'est d'ailleurs ce qui ré- 
sulte immédiatement de c'e que toute équation de degi ' 
impair admet au moins une racine réelle 
traire à celui de son dernier terme. 

Si q était égal à zéro, la réduite deviendrait f'»t- 
npt''+{p'^^r)t^a; l'une des valeurs de i serait 
égale à zéro ; les deux autres pourraient être aloiï 
toutes deux positives, ou toutes deux négatives, ou 
bien l'une positive et l'autre négative, ou enfin toutes 
deux imaginaires. Si elles étaient l'une positive et 
l'autre négative, il y aurait deux racines positives et 
une racine négative 5 mais cette circonstance ne peut 
avoir lieu, d'après ce qui précède, que dans l'Ii^- 
thèse q=zo, 

28. Remontons à présent aux valeurs 

^_-g±h±i -g-i-h 



^^g-\-i-h 



dans lesquelles ^^, A,(, représentent les valeurs de:, 
c'est-à-dire, les racines carrées des valeurs de ï,aiiui 
que le montre l'équation t=.z' ou s^l/f. Ces Ta*, 
leurs pourront être écrites ainsi qu'il suit : 
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t', z^" et t'" repré- 
sentant les valeurs 
de t. 



^i 


2 




'V* 


^^^t'-'V't"'- 


-•Vt" 


^n 


2 


• 


t* 


+ i/t'^\/e' 


-\/t"' 


^^-m 


2 




JV 


+ v/^'+v/^'"- 


-\/t" 



tnr 



29. Si les trois racines t\ ?", ?'", de la réduite 
sont réelles , on voit que les ^quatre valeurs de oc le 
seront aussi; mais comme cette réduite peut tomber 
alors dans le cas in^éductible , la difficulté attachée à 
la résolution de Féquation du troisième degré se re- 
produira daus la quatrième. 

30. Si la racine t' est la seule positive, et que ^^ 
et f soient négatives, les quantités \/t'\ \/t"* de- 
viendront imaginaires, x' et x" seront réelles, si t" 
z=it"\ et imaginaires dans le cas contraire. Les deux 
autres seront nécessairement imaginaires, parce que 
\/t" et \/t"' y seront aifectés du même signe, et ne 
peuvent se détruire. Si f nest point égal à t'*\ les 
quatre valeurs de œ seront imaginaires. 

3i. Si, la racine t^ restant seule positive, les deux 
autres sont imaginaires, x, et ac^^ seront réelles, et 
^n j ^m seront imaginaires. En effet, les quantités ^" 
et t'" sont données par l'équation t"-f-Af-hC=o, 
et par conséquent ne diffèrent que par le signe de la 
partie imaginaire, c est-à-dire, que l'une étant 

t''=m-\- n V — I , 
l'autre sera 

t'*' z=zm — ni/ — I. 

Or, il est visible, d'après la formule du hjinôine, 
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que la partie imaginaire du développement de 

serait détruite par celle de 

(^m — n\/—jy, 

c'est-à-dire, que \/t" — %yi"' serait réelle, auHÎ 
Lien que l/ï'" — v't". 

32. Nous prendrons pour exemple l'équation sc^- 
j^a:'~8x+ z=^o, dans laquelle le second terme 
manque, en sorte qu'on obtient, en la comparant 
avec l'équation générale x^-\~px^~i~qx-i'r:^o. 



/'" — ' 



^ — 8, 



L'équation en z sera donc 

z" — 24z*+ liSz' — 64^^ o, 

et la réduite du troisième degré, 

ï'— 24ï''-Hi3Gf — 64 = 0. 

C'est cette équation qu'il s'agit de résoudre : pour j 
parrenir, faisons d'abord disparaître le second t< 
par le moyen de la substitution ï=:«+ 8; il Tiendit 

ïl dévient inutile ici d'appliquer les formules gé- 
nérales du troisième degré, parce que cette équation 
peut se mettre sous la forme 

(u' — 56.)u^o, 

et est satisfaite par les conditions 



-56 = 



! c'est-à-dire, ( 



«^ztl/56. 
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^1 en resuite, d'après la relation f = u-f- 8, 

i'où 

^ — t/8+tX8 + 1^56+1-^8 — K56 



^ -,t/8~-V/8 — tX56— K8 + 1X56 
_ +1/8 + 1X8 + i^56—iys — K56 



_ + i/fl _l/8 + iX5€ + 1/8 — i/5fi 



Les quatre Taleurs sont réelles , puisque 8 est pluy 
grand que 1/56 , ce qui rentre dans le cas où le» 
trois valeurs (',/", t'", soBtTpositiT>es. Oii ne se trouve 
point dans le cas irréduciible , parce que la réduite 
ne s'y trouve pas non plus. JVIais on est conduit à 
extraire les racines des quantités 8 + i/56, 8 — 1/56, 
en partie rationnelles et en partie irrationnelles. On 
a montré comment on pouvait effectuer ces sortes 
d'opérations. 

En employant les formules du n° 26, et remar- 
quant que t^^g', on trouverait les quatre valeurs 
suivantes : 




On chasserait le denorainateur 1^8, en multipliant 
les deux termes de la fraction — = par 1/8. Le tennS 



Il est aise de prouver par le calcul que ces quatre 
valeurs sont les mêmes que les premières; mais elles 
ont l'avantage d'être ramenées à une forme plm 
simple. 

Nota. La réduite du quatrième degré étant i'+ 
apt''\'{p' — 40' — 'î'^^^ '^i '^ transformation ifci 
racines en lignes trigonométriqnes n'offre rien do' 
nouveau à faire. 
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Résolution des équations des deuxième , troisième et 
quatrième degrés , par les fonctions s/mmétriques, 

33. iVl, DE Lagbangb a déduit le premier des 
fonctions symmétriques un moyen de résoudre les 
équations. L'esprit de cette méthode consiste à faire 
dépendre la résolution de 1 "équation proposée de celle 
d'une autre équation d'un degré moins élevé, dont- 
les racines soient des fonctions connues des racine' 
de la proijosée; et toute la difficulté consiste alors 
dans le choix de ces fonctions. 



Deuxième i 



egre. 



34- Soit, par exemple, l'cqualion formulaire du 
deuxième degré à une seule inconnue 
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On connaît les iJeux fonctions a-^b et «6 des racines 
a et è; on sait que n + i ^ ~~pi ^*- 1"® abz=^q. 
Mais on sait aussi que ces relations ne suffisent pas 
pour déterminer « et Ôj car en combinant ces deux 
équations, on parvient à une équation qui est iden- 
tîqne avec la proposée. 

Cherchons donc une antre espèce de fonction des 
l'acines qui puisse être donnée, ou par une équalion 
du premier- degré, ou par une équation du second 
degré , telle que s' — ^ ;= o , dont la résolution 
n'exige qu'une simple extraction de racine carrée. 

Toute fonction symmélrique des racines jouirait 
bien de la propriété d'être donnée par une équation 
du premier degré , puisqu'elle n'est susceptible que 
d'une seule valeur. En considérant , par exemple , la 
somme des carrés, et posant 

l'inconnue z n'aurait qu'une seule valeur. Pour déiev- 
miner cette valeur, on observerait que d'après la re- 
lation a+5 = — y>, on a €ï' + A'+2ûi=^', c'est-à- 
dire, a' + b'^p"- — ïab; et en mettant cette valeur 
dans l'équation a'-\-b'=:z, il viendrait 

observant ensuite que ab:r^g^ on aurait 

z-^p' — ay, ou a' -\- b' ■^=. p^ ~ ay, 

ce que l'on savait daiUeurs par la formule générale 
des sommes de puissances. Mais la connaissance de 
celte valeur ne conduit point à celle des racines de 
l'équation; car si Ion réunit celle équation à celle-ci, 
a-{-b=z — p, et que l'on veuille en déduire les va- 
leurs de n €t de i, on retombera encore sur une 



Troisième degré, 

35. On ne voit pas aussi aisément ici quelle est la 
fonction s des racines qu'il convient de choisir, afin 
que l'équation en z ait pour coëf'iicients des fonctions 
symmétriques de ces racines , et pour qu'elle soit en 
même temps ou d'un degré mo'uis élevé, ou d'ucke 
forme telle qu'on puisse la r(!soudre à la manière de 
celles du second degré. Cependant, avec un peu d'at- 
tention , on reconnaît que si , par analogie , on prend 

z -^ la + mb + ne, 

a-, b, c, étant les racines, cette fonction sera suscep- 
tible de six combinaisons. 



. Ib -\- ne 
■ nb+ le 



la -\^nb +mc 
mc + Ib + na 
le + ml 4- na 



ot qu'en conséquence la fonction z devra élre donnée 
par une équation du sixième degré. Il restera à dé- 
terminer les quantités l, m et n, de manière que cette 
équation puisse être résolue comme celles du secQpd 
degré, c'est-à-dire, de manière qu'elle soit de Ti^ 
forme 

et il est visible que ses coefficients A et B seront 

des fonctions symmétriques des racines 

posée. 

A cet effet, nous remarquerons que 
s' ::= f dans cette équation , elle deviendrait 

f' _j_ Aï + B = o, • 

en sorte que si t' et t" étaient les valeurs de t aoa~ 



et B seront 1 
de la proJ 

i l'on fâisûfl 
ait ^ 
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venables à cette dernière , les valeurs de z correspon-»^ 
dantes seraient données par les équations 

z^ — ?' = o, 
Or, ces deux équations donneraient, la première 

et la seconde 

z=:N/^ =a ,.=a (^ ^ y zz=«(^ j. 

Ainsi , il s'agit de voir s'il est possible de déterminer 
les valeurs des indéterminées /, m et /^, de manière 
que les six valeurs (i) puissent être égales à ces six 
dernières. 

Nous pouvons évidefnment supposer d'abord que 
Ton ait 

. . la + mb + ne =: CL 

^ > • ' • • 77j^ »|_ Ib + ne z=i aJ. 

Ainsi, il faut voir si, d'après cela, les quatre autres 
valeurs (i) pourront être égales aux quatre dernières. 

Pour cela, nous représenterons d abord les quan- 

. , — 1 + »/-3 ^ _i_»/-3 
tites et , par s et s\ pour 

plus de simplicité, de sorte que les quatre dernières 
valeurs 

/— i + »/-'3>v /'_i_v/-3\ 

z=«(^ — i — > ^=«(, — i — y 



ZOU L s Ç O H 

seront remplacées pai 



Nous remarquerons ensuite que, d'après les éga- 
lité (2), ces quatre valeurs deTiennent 

z:=s(lm + mi + Kc), e==f'(^iz+ ma -+- ne). 
z^s{ma + le -i- ne'), z-^s' {ma+ Ib + rt«J. 

Ce sont donc là les quantités qui devront être ëgaW^ 
aux quatre dernières valeurs (1); et comme il est vi- 
sible d'ailleurs que ces égalités deTroiit avoir lieu, 
indépendamment des racines a, b, c, et que cepen- 
dant on ne peut pas avoir sl^l , sm.= m , sn = a, 
m s'î^l, s'm^m, s'n^iit U faut eiainînfr î'iJ 
sera possible d'égaler les valeurs 

sila + mi + nc), s' {la + mi + ne), 
s(ma+ 16 +ne), >-{,„a+ a +nc), 

aux valeurs 

ma+,tl,+ le, 
la + nb-^mc, 
me -\- Ib -\- na. 



de manière que les quantités / et si ne soient pas les 
coefficients d'une même lettre dans les deux membres 
d'une même égalité, non plus que les quantités m et 
sm, n et sn, l et ^7, m ei s'm, n et s'n. C'est t» 
effet ce qui est toujours possible; car il suffira pour 
cela de déterminer /, m et n, de manière que {'qq ût 



avec ... / =:= î 
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Or, sî l'on substitue dans ces trois dernières équa- 
tions les valeurs de /, m, n, q-ie foufiiissent les trois 
! premières, on verra qu'elles sont satisfaites, en fai- 
I Bant attention d'ailleurs que s = et 

, — I — 1/— 3 - 
s = , On reconnaîtra même que ces 

trois dernières égalités sont satisfaites indépendam- 
ment de toute valeur de n , en sorte qu'il est permis 
d'attribuer à n telle valeur que l'on veut. Nous ferons 
donc «r7^ I , ce qui simplifiera les deux valeurs de / 
et m, et l'on aura 



par ce moyen , les deux premières valeurs de z , 
la + mà + nc, ma-^lb-\-nc, deviendront 

z = sa + s'b + c, 
Z =^ s'a -\- S b + c. 

Ainsi, l'équation s' + As' + B =: o deviendra 

[z^—{sa+s-b + cy][z'—{sa'+sb-^cf]^o. 

Voyons actuellement quelles sont les fonctiuns 
symmétriques des racines «, £, c, de la proposée 
■x' -t- jd:c -}- j = o (i) , qui sont équivalentes à A 
et B. 

On a , comme on le voit par la multiplication , 
~k={sa + s'b + c)'' + {s'a + sb + c)\ j 
B = {sa + s^b + cyy. {s^a-<i-zb-\-c)\0^ 
or, si l'on eSectue les développements indiqués dans 



( 1 ) Je suppose que le secoad terme manque , parce 
qu'on pEut toujours le laire disparaître. 



3o4 LEçons d'algébse. 

CCS deux expressions, on trouvera, en observant d'ail- 

Icars que d'après la valeur de « , on a 



on trouvera, tUs-je, 

-A=:2 {a'+ i'+ c'3 - 3 (a'A+ai'+ a'^+ ac'+ i'c+ &■) 

-\- 12 abc. 
et.... B^[a'+i'+c'— {ai + ac + 3c)]', 

fonctions qui sont en effet syinmétriques , et qiâ 
peuvent par conséquent être exprimées au moyen des 
coëfficienls/; et q de l'équation. 

Poui' déterminer ces fonctions de ^ et de j ëqui-, 
valentes à ces quantilés — A et B, nous essayeront 
de mettre les valeurs de A et de B sous des formel 
telles que l'on n'y trouve plus que des sommes de 



puissances 
de^ 

avec soin 



de a, b, c, et des sommes de produits 
deus et trois à trois. En examinant ces Yi 

que l'on a 

-A=:a(o + i + c)'-9«*(« + * + c) + t,{flAc), 

— Qab{a + b + c) + Q{abc),. 

.... ^=[{a-\-b + c)'—Z{ab + ac-irbc)\\ 
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Mais , d'après la forme de l'équation proposée , la 
somme a+b-^c des trois racines est égale à zéro , 
on a donc 

— A = 27aic = — 27 y, d'où Aur+ajç', 
et.... B = [ — 3(ab+ac-^b€)Y=:{ — 3/?)'= — 27/?'^ 
donc enfin, lequation z^+Az^+B:=o devient 

z^+2yqz^ — 27/?' = ©, 
et l'équation en t est 

?^-h ^yqt — 27/7^ = 0. 
Cette dernière donne 

OU, ce qui est la même chose, 
c'est - à - dire , 

et par conséquent, on a pour les deux premières 
valeurs de z , 

Sachant que ces deux premières valeurs de z étaient 

a. ap 
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5'z=Ifl + J'i 4- C, 
z"= j'o + ï* + C, 

et sachant en outre que l'on a 

fl + * + c := o, 
nous voyons que l'on aura les tipis équations 






pour déterminer les trois valeurs a,b,c, de x, ei 
fonction de /; , 4e y, et de î ^ • 



HDITIEME LEÇON. 

Quatrième degré. 

36. .L'analogie nous conduirait à prendre pour» 
une fonction des quatre racines a,i, c,d, telle quç 
la-\-mb-\~nc-\-pd; mais une fonction de œil» 
espèce étant susceptible de vingt-quatre combinaisons, 
l'équation qui donnerait s serait du vingt>-quatriènis 
degré, et l'on aperçoit de suite que si, par anal^iv 
avec la fonction prise pour le second degré, on bil 
S3=(r3 + i) := (c+if), on n'aura que six Taleuff 
pour 2, savoir: 

^a+h)-(ç + d) [b + c)-{a+d), 
{a + c)~[t + d) {b+d)~{a + c), 
{a + d}—lb+c) {c + d) — {a+i). 
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en sorte que l'équation en z sera du sisicme degrë. 
On voit de plus que les racines de cotte équation se- 
ront égales deux à deux , au signe près j d'où il suit 
que si , au lieu de prendre pour a ces différences 
entre la somme de Jeux racines et celle des deuï 
autres, on preftd les carrés de ces mêmes différences, 
l'équation se léduira au troisième degré, puisque z 
ne sera plus susceptible que de tcois valeurs 

z- ={a-\-b~c — d)% 

z'-'={a + d—è—cy. 
Il reste donc à voir si cette équation 

dans laquelle on a 
A^= — [a+l"-c-df-(a + c-i'-'dy-{a-{-d-b-c)', 
li= (a + d-c-dy (a + c-ù-dy+{a + è-c-dy 
{a + d-è-^y+(a + c^è-dy (a + d-b-cy, 
C = -ia + 6^c-d)'{a+c-è-dy {a + d-è-cy, 

donne pour A , B , C , des fonctions sy mm étriqués des 
racines a, i , c , d. 

Afin de nous en assurer, développons chacune de 
ces quantités en particulier. 

Observons d'abord que l'on a, pour le premier 
terme {a-\-.b—c — dy de A, pris avec un signe con- 



(a-{-b—c—dy:= ((i'+£'+c'-j-(/')+2ai— afflc— aan^— aie — - 
2éd-i-acd= {a-^b'+-c+d)''-/iac~4ad~4l)c-4bd. 



Et ai 1 
quatre 



suppose que la somme a+i + c-J-t/ des 
est ^ale à aim , ce ^ui est permis , 
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puisque l'on peut preodre la proposée sous la forint 
x'^ + p x' + qx -h- r =^ o , 



{«H 



-dy-. 



dom 



: — ^[ac-\-ad-^bc + b 
■■ — ^p + i^ab+^cd^ 



y=zL4p — 4aè — /i<^^- 



- (a + 6. 
Par la même raison, on aura 

— (ffl + c — à — dy^ip — 4<7C — 4irf, 
et — {a + d — h — cy = 4p^~4''d — -4^^, 
d'où il résulte 

A^i2p~-4(ab + ac + ad'i-lc-+6ci-^cd) 
c'est-à-dire , 

A = Ï2p ■— 4/* = ^p- 

Pour déterminer B, observons que l'on a, d'aprèi 
ce qui vient d'être dit, 

(^a + b~-c~dy=z — 4{ac + ad+èc + 6d) 

expression dont le second facteur est la somme da 
tous les produits deux à deux , exception faite de* 
deux, produits ab , cd, dont l'un contient les deux 
lettres c et d, qui ont le signe — , et l'auti'e les deux 
lettres qui ont le signe -f-. On aura donc de mém« 
(a+c — b — d)'= — 4{ab + a^ + èc + cd), 
(a+d~h-~cy=— 4{ab + ac + bd+cd), 
et par suite 

~ = {ac-had-\-bc + bd) [ 
(ab + ad+bc + bd) 
[ab-^-ad-^-bc'+cd) 



i + ad+bc + cd)-t^ 
■b + ac + bd+cd) + 
b + ac+bd-t-cd). 



i- 
r. 
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; En faisant les multiplications indiquées, on recon- 
naîtra que Ton a 

3 i [abc+abd+bcd) , 



+ 3c (abc+acd+bcd) , 
Zd{abd+acd+bcd) , 



;. d'où, en observant que y = — ahc—abd—acd-^bcd^ 

— 3c(âtW+y), 
— 3rf(fl^c+y), 

ee qui se réduit à 

comme on le voit en faisant attention que eibcd:==^r^ 

et que a + i + c + rf=o. Il faut déterminer à pré- 

.,sent la fonction symmétrique a*b^-\-a'c*-\-a^d*-\-b''c^ 

+ b^d^+c^d^y au moyen des coefficients /?, q^ r. 

. A cet effet, nous aurons recours à la formule 

et b — Jmjn — Jm-^y 

démontrée n® 5, qui donne, en faisant 7w = 2, et 
»=2, et en remarquant que a'è'+ ^s V+ etc. , nest 
autre chose que iyà'é', 

a»è'+aV+ etc. =^ (/a/, —f^) 5 

en sorte qu'il faudra déterminer les quantitésy, etyi. 
Or, on a, n^ 6, 

/,+ 2/1 = o, 

/4 + ^/+.4'' = <>' 
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attendu quey^=^o; on tire de-lâ 

/ = — V. 

Et en substituant ces valeurs , il vient 
D'où il résulte enfin 

et par conséquent 

B33i6(/,'~4'-)- 
Il nous reste à présent à chercher C Pour cela, 
effectuons le produit équivalent 

— {et + h—c~d)'{a-ifc—b~dy{a. + d—h—c)\ 
ou, ce qiû revient au même, le suivant 
+64 {ac+ad-^bi>+id) (ab+ad+èc+cd) (ab-\-ac+bd-Hd]\ 
nous trouverons 

en représentant par a, €,y, trois quelconques ( 
racines , et en se rappelant que p est la somme dei I 
produits deux à deux de ces racines , et que r esl )» I 
produit abed. Il faut donc trouver les trois qi 

/a'ê'y, /x'ê'y', et /a" ou/,, 
en fonction des coëiEtients, Or, nous avoi 



/«■ ou/, = — v; 

et chacune des deux autres sera donnée par la for 
mule générale 



'6"/=/-/./f-A+»/i.-A«A-/'+/'/"-+='7i. +.+;.. 

démontrée n° 5, 

Pour obtenir d'abordyâc'g'Y, il faudra faire m^Z, 
n^2, p:^i, dans cette formule générale} et potu 
obfenirya'é'y', il faudra faire wi=:i2, /i:^2,/»=2, 
et divber par 6. Ces hypothèses donneront 

>■§•-, =///, -// -/./. -/,/, + a/., 

/«■êY= J(/.//--3A/. + V.). 
OU, en observant qu6y^^o,y".= — a/), ety^=r 
3/)' — 4'') comme on l'a tu, 

Quant aux quantités y"] eiyë, elles sont déterminéas 
par les formules 

. /,+p/, + i,-o, 

/.+p/. + i/, + r/. = c, 

dont la première donne, en observant quey^=o, 

/.= -3î, 
et dont la seconde donne, en y substituant poiir_/| sa 
v^eur p^ — 4^1 poiryî ^ valeur - 
pour_/, sa valeur — 2j7, 

f^=z — np^ + 6pr + 3 y'. 

En mettant ces valeurs deyi et de_yî dans celles de 
yi'ê'y etyà'Ê'y', iljient 

£nân , si ton substitue ces deux valeurs et celle 
tte,/", dans Teipression de - 
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C = - 



64î-. 



leurs des trois coëfiîcients 
1 z, en fonction des coëffi- 
ceite équation esl 



Ainsi, l'on connaît les 
A, B, C, de réquation 
cients de la proposée ; 
du troisième degré, on pourra la résoudre. 

Soient donc z', s", z'", les trois racines de cette 
équation en z, de telle manière que L'on ait 

z' = {a + b — c — d)', 

z" =z {a + c — b — d)\ 

^•'•={a+d—b — c)\ 



cest-a 



■ dire , 



n + c — b — d=\/z\ 
a-\-d—b — c=\/z-"; 
si l'on joint à ces trois équations la suivante 
a + é + c + rf — o, 

on aura quatre équations pour déterminer les qualr* 
inconnues rt, i, c, d. 

On voit que l'on obtiendra deux valeurs pour cha- 
cune des quantités o, h, c, d^ à cause du iiotd>)ft 
signe que comporte chacun d^ radicaux. Cette t\t— 
constance tient à ce que ce ne sont pas précisément 
les quantités a-\-h — c — d^ a-\-c — b — ^, a-t-d- 
b — (7, que l'on a prises pour racines de l'équatîoD' 
en s, mais bien leurs carrés; d'où il est résulté deui 
valeurs pour chacune de ces fonctions o + i — c — d, 
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«-!-<?— ^—rf, a + d'-b—c. Mais on lèvera toute dif- 
ficulté à cet égard, en observant que les signes des 
trois radicaux V^z' ^ \/z"j \/"\ doivent être choisis 
de manière que le produit de ces radicaux ait un 
signe contraire à celui de q. En effet, en multipliant, 
membre à membre, les trois égalités 

a + b — c — d^=:i/z\ 

a-^-c — b — rf=\/z", 

a+d — b— c = \/z"' , 
il vient 

f^ — ^q —foL^-— \/z' \/z" \/z'", 
c'est - à - dire , 

d'où, en observant quey] = o, et quey^ = — 3y, 

ce qui fait voir que le produit de ces trois radicaux 
doit effectivement être affecté d'un signe contraire à 
celui de y. 



FIN DE LA QUATRIEME ,ffARTIE, 
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PREMIERE LEÇON. 

Démonstration de la formule du binôme, pour le cas 
de l'exposant frûctionnaù-e Et celai de rejrposemt 
négatif, entier ou fractionnaire ; application. (U 
cette formule aux extractions de racines. 

I. ABOPOSONS-Nops de faire voir que la formule 



*"+- 



'("— ) 



t^jz^^ + etc. 



est le développement de [x-^-a)"*^ lorsque ne est un 
nombre fractionnaire ou un nombre négatif. 

Euler, qui a donné la démonstration que je vais 
exposer, considère d'abord le développement 

I + — H- — - "~ — z' + etc. 

I I. 2 

Il est clair que ce développement est celui d'une cer- 
taine fonction de la quantité nt ; nous représenteront 
cette fonction pary(;/i) , de telle manière que l'on ait 

et nous nous proposerons de découvrir la forme qua 
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tloit avoir cette fonction pour que cette ideDtîlé ait 
lieu. 

A cet effet, remarquons que si i H a -(- etc., 

est le dëveloppenienl de /(m) , i + - s + etc. , sera 
celui dey"(n}, en supposant quey(n) soit composé en n 
commeyÇm) l'est en m. On aura donc 



fn = 



I +-S4-- 



si l'on mtUtiplie ces deux identités membre à membre, 
il viendra 

/('») x/(«) = (i + ~z-^tiX.c.^(i + '^z-i- elc.\ 

Cela posé, observons encore que la manière dont 
les quantités m et n entrent dans le produit , 

fn-- 2 + etc. J [1+ -2 + etc. J, 

est indépendante des valeurs de ces quantités m, et n; 
or, lorsque m et n sont des nombres entiers positifs, 
il est visible que ce produit est 

m + re (ni-\-n)(m + n — i) 

ïH H— g + \-7 ,- ^'- ., ~ .. ^ a' -H etc., 

I t , a 

c'est-à-dire, qu'il est composé en m + ra de la même 
manière que les deux facteurs le sont en m et en n; 
car, dans cette hypothèse, il est prouvé que l'on a 



i + '^z+ "^" "^ z' + etc...~(i + z)"', 
' 4- .etc.. = (i + z)", 



I .a 



et par conséquent 



ALGXSnz. 



mais, diins cette même hypothèse, on a 

(.+.r^^=,+fet:^z+ '"+°)<'"+"-' .-+e,c, 

' I 1.2 . ' 

d'où 



•)(■■ 



I+ — B+eic. ){ i+-z+etc. 



(m+n) 



Donc , puisque la manière dont les quantités metn 
entrent dans le produit est indépendante des valeurs 
de ces quantités , celle dernière identité aura lieu 
dans tous les cas; mais le second membre est com- 
posé en m + ra comme chacun des facteurs est com- 
posé en /n ou en /( ; on a donc 

/Wx/(»)=/(™+"). 

Remplaçons à présent n par^ + y, il viendra 

/wx/{/.+?) =/(,»:+;.+?), 

et par conséquent 

/W x/M x/(î) =/("•+/> + ?), 

puisque J'(p-i-ç)=zJ'{p) 'X.f{q); et ainsi de suite. 

Supposons maintenant que toutes les quantités m, 
p,q, etc., soient fractionnaires positives, et que cha- 
cune d'elles soit égale à ^ , on aura 

Kî) ^'^(î) ''■^G) '"■ =-^(î + î + ï + ""=•)• 

quelque soit le nombre des facteurs : prenons ce 
nombre égal à ^, il viendra 

[/a)]=/(ixO =/(*)■ 
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/(J) = [/(A)A 

mais h étant un nombre- entier positif, on a , 

/(A) = (i + z)*, 

et par conséquent, 

I h 

(/(A))*=(iVz)*, 

- 
donc, /[j^ = (i + zf, 

c'est-à-dire, 

* 

i + (it)^+ ?(î + ï) ^' + etc.. . . = (i + z)*, 

I 1.2 

ce qui démontre le théorème pour le cas de l'expo- 
sant fractionnaire positif. 

Occupons-nous à présent du cas de l'exposant né- 
gatif, et démontrons de suite que si la chose a lieu 
pour un exposant positif quelconque, elle aura aussi 
lieu pour un exposant négatif quelconque. 

Supposons n positif, et prenons m négatif et égal 
^ ni on aura 

/{m+n)=/{-n + n)=/{o) = (i + zf=i; 

mais l'égalité 

/{m + n) =/(/») X /(«) , 

a lieu ), quels que soient m et n, ainsi que nous l'avons 
fait voir plus haut ; on a donc 

/{m)x/(n) = i. 



d'où /(m) =J^ = (Tq;^ 



I 



t»COWS s'ALciBnC. 



Il est Facile maintenant de pslsseï de l'identïtô 
à l'identité 



Il suffit , pour cela , de remplacer z par —, ce qui 
donne 



i'-ïï 



1.2 or 



et de multiplier en&uîte les deux membres par «", 
ce qui donne 



-(-3"= 



j:^+-i7j:"' '+- 



ia^+a)"'=a:'"+ ^- a:c^-'+ ^^ ^ > «"^7"^+ etc. 

Application de la formule aux extractions 

de racines. 

1° Mâiliade génépale pour extraire la racine du 
degré m d'un, polynôme. 

Q. Si l'on suppose que la racine et la puissance 
soient ordount'es par rapport à une même lettre, le 
premier terme de la pui^isanoe sera la puissance m^'" 
du premier terme de la racine , comme on le voit 
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aîs^ent. Ainsi , en extrayant la racine nè""^ de ce 
premier terme, on aura le premier terme de la ra- 
oipe. Supprimant le premier terjsie de la puissance. 
(Ut aura pour reste i° m fuis le produit de la puis- 
ttance {in. — i) du premier terme de la racine par la 

-, , , mf/n — lO 

somme S des termes gui restent à trouver: a" — ^ ' 

^ i.a 

foîs le produit de la puissance {m — a) du premier 

terme par S'; V — i- '--^ — -— ^ fois le produit 

de la puissance {m — 3) du premier terme par 
S'... etc., etc. Cela posé, il est facile de prouver que 
inriDi tons les termes compris dans ces divers pro- 
duits parûek 

„P-.s,^fcL)p"-s%=fe:^^V-s-..«e. 

OÙ je suppose que P représente le premier terme de 
la racine; il est facile de prouver, dîs-je,, que le 
terme affecté du plus fort exposant de la lettre prin- 
cipale (i) sera wîP"'~'j, q désignant le premier 
terme de S, c'est-à-dire, le second terme de la racine 
totale P + S. En effet , il est clair d'abord que 
mP™~' S ne contiendra point de terme oii celte lettre 
principale soit élevée à une puissance aussi coasidc- 
cable que dans /kP'"~'ç, puisque les exposants de 
cette lettre dans les termes j', y", y'", etc., de S sont 
moindres que l'exposant dont elle est alfectée dans le 
premier terme q de cette somme S. Il reste donc à 
prouver qu'aucun des autres produits 

"^"'^'^ P"-^S% "'("'— ^)("'—^) p«-3s', etc. , 



(i) Je donne le nom 3e letU'C, principale à lalettte.par 
rapport à laquelle on a ordonné. 



n 

ce I 
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ne peut renfermer la lettre principale à une putssance^ 
aussi élevée que w(P"'~'y. A cet effet, soit « l'expo- 
sant dont cette lettre principale est affectée clans P; 
elle en aura un moindre dans ry, et à plus forte raison 
dans tous les autres termes de S : soit donc n 
l'exposant de cette même letti'e dans f. Le plus fort 

exposant du produit — ^ p"~" S'seran(fn— a)^ 

-)-a(K — A) =: m« — ai; celui du produit 
ct(w — i)(m— 2) p^3 gj 

3.3 

sera n(m — 3} + 3(n — k) t= mn — 3t, et -ainsi i% 
suite : et le plus fort exposant dans S™ sera («— i)»» 
^mn — mk. Or, l'exposant du terme mP'"~'g' est. 
»(/M — 1) + n — k :^ mn — k; donc, ce terme 
mV""' ç sera le premier terme du reste; si donCj, 
connaissant P, on forme /nP™"', et si l'on divise le 
premier terme du resie par cette quantité mP"~', 
on obtiendra le second terme de la racine. 

Pour continuer l'opération , on formera le polyn6iiUj 



«P—Î + 



«("--O 



P"-"î"H- etc... +y",- 



qui, réuni avec P", complète la puissance m.""" de Il^_ 
somme P + y des deux premiers termes trouvés; oiî 
retranchera ce polynôme m P""' y + etc. . . + y" i 
premier reste; et l'on obtiendra un second reste j^ 
sera égal à 



»(P+,)— s,+ 



m{m 



- (P+î)"-"S,>+elc..,+S,' 



S, étant la somme des termes qui l'estcnt à trouver, 
c'est-à-dire, y' + ç"-|- y'"-!- etc. C'est ce qu'il 
aisé de voir en considérant P + y comme étant la pre- 
mière partie de la racine, et S, comme la seconde> 
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Or, il est visible encore que /7iP^~^y' sera, dans ce 
second reste, le terme affecté de la plus haute puis- 
sance de la lettre principale. La démonstration serait 
d'ailleurs la même que dans le premier, cas, à cela 
près que n — k — i, ou n — h — 2, etc. , prendrait 
la place de n — A:.: Ainsi, en divisant le premier terme 

de ce second reste par la même quantité /»P'""~% on 
trouvera le troisième terme j' de la racine. On for- 
mera ensuite le polynôme 

>" (P +?)""• g' + '"^'"~'^ {^-\-qT^q''+ etc. 

cest-à-dîre, la portion de la puissance w^« de 
P + y + y' qui n'avait point été retranchée jus- 
qu'alors ; on retranchera ce polynôme du second 
reste, et l'on aura un troisième reste dont le premier 
terme sera iwP^""' y" ; en sorte que si Ton divise le 
premier terme de ce trobièirîe reste par mP^~', on 
aura le terme suivant y".... etc., etc. On continuera 
de la même manière jusqu'à ce que Ion parvienne à 
un reste zéro, auquel cas on conclura qiie le poly- 
nôme proposé était une puissance parfaite du degré 
m ; ou bien jusqu'à ce que Ton ait un reste dont le 
premier terme ne soit pas divisible par /wP'"""', au- 
quel cas on conclura que ce polynôme ii'est pas une 
puissance parfaite du degré m. 

a» Moyens que fournit la formule du binôme pour 
extraire hs racines des nomires par approûcimation, 

3. La formule (^-f a)'^z=j:?~+w«^'"'~'4- etc., 
peut être mise sous la forme 

m/" I^'* m/^ « m(m-x)a^ \ 

2. 21 
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Ot, il est visible que si l'on suppose x beaucoup 

plus grand que n, le second facteur 

I + m - + '"^'"~~V ^^ + etc., 

du second membre, sera une série convergente, dont 
le décroissement sera d'autant plus rapide que x sera 
plus grand par rapport à a. 

= ^ , il viendra 
1 



Cela posé, faisons ^ 



q a: q\_q Jix' J' 

si l'on suppose que x^ aoii un nombre dont on 
puisse extraire exactement la racine du degré q-, Ct 

si l'on représente cette quantité y x'' par 

dra, en ol»ervant d'ailleurs que (ar + a)' est la 

chose que y{x-\-df, il viendi-a, dis-je, 



r r, il vieil' 



v'{^+aY=^l{_, 



%-^i 



q\q 



formule qui donnera la racine aussi approchée qu'on 
pourra le désirer, et avec d'autant plus de rapidité 
que X sera plus considérable par rapport à a. 

Si l'on suppose enfin j}^j, comme cela an'ivt 
lorsque l'on demande d'extraire la racine du degic f 
d'un nombre N=^x + a, il vient 

formide dans laquelle r représente Vx. On voit qn'il 

convient de partager le nombre N en deux partiel 
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dont la première x soit la plus forte puissance du 
degré q qui soit cqmprise dans ce nombre N. 

Soit demandé, par exemple, de trouver la racine 
sixième dç i3i- On décoviposera ce Qoipbrè en deux 
parties , 1 28 et 3 , dont la première est la plus grande 
puissance sii^i^ènie que oompi*enne i3i; et en appli- 
quant alors la formule, il viendra 

c'est-à-dire, 

V i3i = 2(1 + -^--. 5 \- etc. \ 

\ 256 101072 y 

Pour éviter les réductions des termes au même dé- 
nominateur , on réduira ces diverses fractions en 
décimales. Si Ton ne prend que les deux premiers 
termes de la série | on trouvera, après avoir réduit 

—j-pi en décimales, 2,007812. Cette racine est exacte 

^ dans ses cinq premiers chiffres décimaux; car, si 
l'on réduit le terme suivant en décimales , on trouve 
o,ooooo3 ; et par conséquent , en le multipliant 
par 2, on a o, 000006, ce qui montre que l'erreur 
commise ne peut exister dans les chiffres qui repré- 
sentent des unités antérieures aux millionièmes ; car 
les termes suivants ne contiendraient que des unités 
décimales moindres que les millionièmes. 

4. On trouvera plus de détails sur cet article dans 
le Complément des Eléments (TaJgebre de M. Lacroix j 
ouvrage justement estimé. J'observerai seulement que 

si dans l'égalité v N= V (ar-f-a)., a se trouvait assez 
grand pour nuire à la convergence du développement, 

on poserait vN = v (/— ^) , jr étant la puissance 
parfaite du degré q qui suivrait N. 

21. 
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DEUXIEME LEÇON. 

De la méthode des coefficients indéterminés. 

5. OoiT proposé de développer en série la fracïiM 

■ : il est visible qu'il suffirait , pour y parvenir, 

(l'effectuer la division, et l'on trouverait 

I - % 

— = 1 + X + x' -\- a:'+... etc. , 

1 — X 

mais on peut aussi poser 

-^— = A + B^ + Cj:* + Dx^ 4- etc., 

en se proposant de déterminer les coëfiicients A, B, 
C , D , etc. , de manière que l'identité soit vérifiée, 
A cet effet , on observe que cette identité revient a 
la suivante, 

i^={T.~x){K + ^x + Cx' + Djt^h- etc.), 
ou bien 



A+B j 
' —A 



- C I .^c' + D I 
-B — C 



- etc. 



et comme cette identité doit exister, quelque valeur 
que l'on attribue à x , il est clair que l'on doit avoir 

A— I, B— A = o, G — B^o, D — C=o... etc., 

d'où 

A=i, B^i, C = i, D=i, etc. , 




+ etc. , 



résultat fourni par la division. 

6. Ce seul exemple sufBrait pour faire connaitic 
l'esprit de la métbode dite des coïjficients indéter- 
mines. On voit qu'il faut égaler la fonction que l'on 



veut développer à une suite telle que A + Bx + Cj:" 
+ Dar + etc.; clierclier ensuite à établir une iden- 
tité entre une certaine partie de la fonction et une 
combinaison algébrique de l'autre partie de cette 
fonction avec la série A + Bar + Ca:' + Dj;'+ etc., 
dans laquelle les coefficients A, B, C, D, etc., sont 
indéterminés ; et égaler les coefficients des mêmes 
puissances de x. Ce procédé doit évidemment réussir 
toutes les fois que la fonction peut être développée 
selon les ptiissances entières et positives de x\ mais 
il existe un très-grand nombre de fonctions qui ne 
jouissent point de cette propriété, et beaucoup d'autres 
qui ne laissent apercevoir aucune décomposition à 
l'aille de laquelle on puisse déterminer les coefficients 
A, B, C, etc., quoiqu'elles soient réellement suscep- 
tibles d'être mises sous la forme AH-B.r-|-Cj:'+ etc. 
Ainsi , quelque soit l'élégance de cette métbode, on 
ne doit point la considérer t'omme un moyen géné- 
ral de développer les fonctions , mais seulement 
comme un moyen d'en développer beaucoup : telles' 
sont toutes les fonctions algébriques qui peuvent réel- 
lement être développées ainsi. 

Si l'on se propose , par exemple , de développer 
|/jr(i+a:'} sous la forme A+Bj;+ Cx'+Djr^+ etc., 
il est clair que la méthode ne pourra pas réussir^ car 

Qu a ^^^(I^- a:'}z= x' [\-\r ^Y i et comme on a 
aussi 



(■+'')■=■ +î'"+Kî-)^ 



+ etc., 



développement qui ne renferme que des puissances 

entières de x, il est flair que le produit .r'(i-Ha;')' 
contiendra des puiasances fractionnaires. 

Si Ton propose , en second lieu , de développe* 
log. X selon ia formule A + Bx-^Cx'^-\- etc., î! est 
clair que la question sera encore impossible, et qu'en 
conséquence la méthode sera encore en défaut; car 
l'égalité 

log. j: ^ A + B Jr + Cx' + etc. , 
donne, lorsque Ion y fait x^o, 
log. G .=: A. 

Or, on sait que log. o =: — ao ; ainsi, le terme A, 
indépendant de a:, devrait être égal à l'infini néga- 
tif; ce qni annonce de suite T impossibilité de la ques- 
tion. Si l'on posait 

log. X z=Zx-^ Ga? + Dx^ + etc. , 
ou, plus généralement, 

log. X = B:t.^ + 0.^"+^ + etc. 

On n'y gagnerait rien; car, dans l'hypothèse x^o^ 
le second membre se réduirait-à zéro , en tant que 
les coefficients B, C, etc. , auraient des valeurs ftnieï, 
et le premier deviendrait encore l'infinî négatif. 

Enfin, si l'on demandait de développer log. (i+Jr) 
sous la forme A + Bx-i- Cx'' + etc. , on serait con- 
duit à l'identité 

log. (ï+.r) = A+ Bj; -H Cx' + etc., 
et Ton ne voit d'abord aucun moyen de décomposer 
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le premier membre de manière ù parvenir à une 
identité qui fasse connaître les eoël^cients A, B, 
C , etc. Nous verrons par la suite comment , à l'aide 
de certains artifices de calcul, on trouve ce dévelop- 
pement; maïs cet exemple suffit pour montrer que la 
métliode ne présente pas par elle-même un moyen 
général de développer toutes les fonctions qui sont 
susceptibles d'être ramegées à la forme A + B-ï -(- 
C^* + etc. 

y. Le caractère auquel on reconnaît qu'une Jonc- 
tion donnée n'est pas défe/oppaéle en une série telle 
que A + Dj7-|-G^' -f- etc., consiste en ce que l'on 
obtient l'itifini pour valeur de l'un des coefficients 
A, B, C, etc. 

II est clair, en effet, que si cela arrive, on sera 
autorisé à conclure que la fonction ne peut pas être 
développée de cette manière ; car il est impossible 
qu'il y ait identité entre une fonction dont tous le« 
coëfScients sont finis et une fonction qui a des coët 
ficients infinie. 

Réciproquement, si une fonction n'est pas déve- 
loppable sous la forme A-H Bo: + C:r'-+- etc., on 
devra trouver des coefficients infinis ; car si tous les 
coefficients étaient finis , la fonction se développerait, 

8. 11 arrive fort souvent que, dans le cas où la 
fonction est développable en une série de la forme 
A + B.r + C x'' + etc. , on peut déterminer tous les 
coefficients A, B, C, etc., par une opération fort 
simple. En effet, de l'égalité 

/*: = A -H B.t; + Cx' + 'Dx^ + etc. , 

on tire successivement 

^— := B + Car -f- Hx" + etc. , 



I 



On 



t par la première que A est ce que c 



fait i 



f[x) , lorsque l'on y 
reconnaît que B est ce que devient 



. Par la seconde, on 



fx~-\ 



lorsqu'oD J 



j fait X = 



t ainsi de suire_. 



Ainsi, par exemple, lorsque l'on a 

fx= — — = A + Bj: + C^ + D^^+etc., 

■^ I — X 

)n trouve, en faisant x = o, 

A=-=:i, 



donc B, qui est ce que devient celte dernière quan- 
tité, lorsque l'on y fait x^o, seia encore ^»1 à 

l'unité : et ai l'on observe tjue se trouve ict 

égal kj'a-, ou reconnaîtra que C sern aussi égal à. 
l'unité, et qu'il en doit être de même «le chacun des, 
autres coefficients. 

g. La fonction approche d'autant plus de 

l'unité que x est plus petit, et l'on voit aisément qn'S 
en est de même de son développement i + .c+x' 
+ j: +etc,; or, cela suppose nécessairement que Ih 
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I ^omtne des termes x, ,t', or , eîc, qui diminue cons-l 
tamment , peut approcher de zéro autant qu'on le I 

' veut. Cette observation nous conduit à démontrer ce J 

' théorème général ; 

Dajis une séria telle que ax^H- bx^H- cx^-1- etc.^ 
ordonnée suivant les puissances ascendantes , positivât % 
et entières de x, on peut attribuer a x iine val-eur assetM 
petite pour que le premier terme devienne plus grand. 

I jBC la somme de tous les autres , c'est-à-dire , pour 

; j«e l'on ait 



bx +cj;'l' + etc. . . . < a j;*. 

t , cette inégalité revient à la suivanle 

bx ~* -(-ca;T~" + etc. ... <a.; 



or, on se placera dans l'hypothèse la plus défavorable, 
si l'on conçoit que tous les coefficients sont positifs, 
et qu'ils sont en même temps remplacés par le phis 
grand de tous. Soit donc P ce plus grand coefficient 
de la série, et voyons si l'on pourrait satisfaire à 
l'inégaliié 



Observons que l'on y aura satisfait nécessairement s 
l'on a satisl'ail à la suivante 



qui comprend tous les termes qu'elle peut contenirjJ 
mais celle demie 

en représentant ê — « par w, pour plus de simpli- 
cité ; et la suite 3;"+ x"^'' -{- etc., est le quotient j 
de x" par i — jc, comme on le voit aisément, i" par J 



I 
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la division; a" en observant que i + x -^ x' -\~ eb:. , 
est le quotient de i par i — x; 3" en observant en- 
core que cette suite x" -f- x"'^' + etc. , est une pro- 
gression géométrique , et que cette progression géo- 
métrique est décroissante lorsque x est une fraction, 
condition qui existe nécessairement ici, puisque MU 
elle la somme T'(x'' + .r""'"' + etc.), loin de pouvoif; 
devenir moindre que a , serait infime. Ainsi 
lité revient à 



1 



Or, 


X devant être < i , 


il est visible que 


leur 


x=k donnait 






Vx" 

l — X 




toute valeur plus petite 


h — r donnerait 




Px" 






I X 



Il est à remarquer que nous sommes dans rira|K>6 
sibilité de déterminer généralement la valeur x — k^ 
et par conséquent une valeur k~~r qui satisferait i 
la question, parce que nous ne connaissons pas Ib 
plus grand de tous les coefficients de la suite ind^j 
(iBÀB a x'^ -\- b X + etc. ; maïs ce coefficient n'e» 
existe pas moins, d'où il suit qu'il existe ëgalemenE 
une infinitc de quantités qui, mises à lu place de a 
rendraient le premier ternie plus grand que la a 
de tous les autres. 

10. On peut conclure de-là qu'il existe touJouM 
aussi une quantité qui , mise au lieu de x dans v 
série telle que ax-^ lix^ -\~ ex ■\- eXc.y rendrait U 
somme de tous ses termes moindre que telle grandeur' 
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que Ion voudrait indiquer. En eiïet, d'après ce qui 
précède, ia soinme de loiis les ternies, à partir du 
second , peut devenir moindre tpie le premier; donc, 
la somme totale peut devenir moindre que le double 
(lu premier; mais le premier lui-mCme peut devenir 
moindre que telle grandeur que l'on voudra; ît en 
est de même du double de ce premier terme, et par 
conséquent de la somme totale des termes de la 
série. 



I 



TROISIÈME LEÇON. 

Décomposition des fractions rationnelles 



II. Xja décomposition des fractions rationnelles en 
plusieurs fractions plus simples est une des plus im- 
portantes applications de la méthode des coëflicients 
indéierminés, en ce qu'elle devient une des bases 
fondamentales du calcul intégral. 

Si nous représentons par X une fonction de ce du 
degré {m — i), par Y une autre fonction de x du 
degré /i, et par Z une troisième fonction du degré 
m — «, de telle manière que le produit YZ soit du 



degi 

fracti 
éq, 



; la fraction r. 



1 décomposable en deux 



ins telles que y, ~, dont la somme lui sera 
dente. En effet, si l'on pose 



L^w. et 
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^ _ AZ + BY 
YZ ~ YZ ' 



ou simplement 



: AZ 



- BY; 



tnaintenant, puisque Z est du degré m — n, ^ê.T 
est du degré n , et que AZ + BY doit être du mèmfr 
degré que X, c'est-à-dire, du degré m— i, on poutr^ 
prendre pour A un polynôme du degré n — i don! 
les coëlïicieiils soient indéterminés, et pour 1 
polynôme du degré m — -h— r, dont les coefficient» 
soient aussi indéterminés. En efïectuant ensuite la 
multiplication du polynôme A pur le polynôme ï^ 
celle du polynôme B par le polynôme Y, et en ajoni 
tant ces deux produits , on aura un résultat final 
même degré que X. Enfin, si l'on égale, dans ca( 
deux polynômes X et AZ + BY, les coëffîcieats t 
mêmes puissances de ;x , on aura un nombre M 
d'équations pour déterminer i° les n coèfficientl 
de A, a" les m — n coefficients de B; donc, la âé< 

composition de -=^ en deus fractions partielles pli 
simples est possible. 

On ferait voir de la même manière qu'une frac» 
lion rationnelle v^pf , dont le numérateur serait du 

degré m — - 1 , et dont le dénominateur serait du di 
gré m, ou même d'un degré supérieur à m, pourrar 
être décomposée en trois autres fractions partielle 

V'T'T' ^* ^°^ P^"' '^'"^^ généralement que totâ 

fraction rationndU — , dont le mimerateur est d'ut 

. , f^ , 
degré tnoins élavé que le dénominateur , est décompo^ 
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sable en effractions partielles ^ si le dénominateur con^ 
tient ^facteurs algébriques premiers entre eux. 

12. Je àxs premiers entre eux^ parce qu'une frac<> 

tion telle que 7 77 : , par exemple , se sous- 

trairait à notre méthode. En effet, posons 
^+3 A B 



{x+i){x+i) x-{-i ar+i* 

il en résultera 

^ + 3 = A(:c+i)4-B(^4-i), 

c'est- à -dire, 

;r + 3=:(A + B)ar + (A + B); 

et Ion voit que cette identité ne saurait exister , puis- 
qu'elle donnerait d'une part A + B=i, et d'autre 
part A + B = 3. Cela tient à ce que la fraction pro- 
posée ne peut pas effectivement être décomposée en 
deux fractions plus simples, et Ion voit par là que, 
lorsque le dénominateur tfx contiendra des facteurs 
égaux, c'est-à-dire, lorsque Ton aura 

Vx _ F^ 

ffx {x — a) (j? — 6)... {x — icf'* 

on devra poser 

Far_ A B fl^^-'H- ^^^""^+ etc. 

<fx X — a X — 6 *" {x — ky ' 

et non pas 

F^ A B M N 

— = 1 3-f^...H 7 H 7 4- etc., 

<fx X — a X — b X — k X — k 

puisqu'une fraction telle que 
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ne peut point être décomposée en une somme de 

,. . „ M N 
trflctioDs telles que 7, 7 , etc. 

i3. II est à remarquer encore que sî quelqui 

(les facteurs du dénominateur étaient imaginaires, U 

méthode fournirait toujours bien une somme de frao 

lions équivalente à la fraction rationnelle donnéej 

mais, parmi ces fractions, il s'en trouverait d'ims^' 

naires. On lève cette difficulté en cunjugant les fao 

leurs imaginaires deux à deux , de manière que les 

produits de ces facteurs conjugués soient réels. 

F,z- 
Par exemple , si l'on avait pour ■ — , 

t ' »' ça:' 

d .y'' + cx^ 4- (^ j' + ex +/ 



on poserait 

rjr_ A B.r-f-C _ Dar + E 



■)' + «' -^+1 ' 

et en achevant alors le calcul, selon la méthode, on 
aurait cinq équations pour déterminer les cinq coëf- 
iicients A, B, C, D, E, La fonction proposée serait 
alors décomposée en trois fractions rationnelles flos, 
simples, 

14. Enfin , si le dénominateur contenait des fac- 
teurs imaginaires multiples, on accouplerait encan 
ceux de ces facteurs qui ne différeraient que par Ifl. 
signe de V^—t , et on suivrait ensuite la marche 
nous avons tracée pour les fstcieurs trmltiples. 

Soit, par exemple, 

Fx ax^-^^èx'-i- etc. 

^~fj: — a.){.v+ni~hn\/'-iy{.T-^-m—fn:^- 
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t)û posera 

Fa: A B^^+ C^^H- Do? + E 

et Ton achèvera le calcul comme à Torflînaire, 

i5. On voit donc qu^ une fraction rationnelle dont 
îe dénominateur est d^un degré plus éle\fé que le dénd^ 
minateur y peut toujours être décomposa y i^ en autant 

A 

de fractions rationnelles de la forme • — — -, qu^il y a 

X CL 

de facteurs simples et réels dans son dénominateur^ 
2° plus autant de fractions polynômes qu^il y a de 
facteurs tels que (x — k)'', (x — g)^, etç^; y^ plus en-^ 
core y autant de fractions trinômes qu^ily a de couples 
de facteurs imaginaires inégaux dans le dénominateur; 
4^ plus enfin y autant de nouvelles fractions polynômes 
quHl y a de facteurs multiples tels que (x'^+px+q)*, 
(x'-hp'x + q') ', etc. y correspondants à des imagi- 
naires. 

Si le numérateur n'était pas d'un degré moins élevé 
que le dénominateur, on commencerait par effectuer 
la division , et Ion pousserait cette opération jusqu'à 
ce que Ton fût parvenu à un reste d*ûn degré moindre 
que celui du dénominateur. Alors la fraction donnée 

¥x R 

— se mettrait sous la forme Q H , Q étant le 

ffx ^ <^x 

quotient, et R le reste; il ne s'agirait plus que de 

décomposer — • 
^ ça: 

Cette attention n'est cependant pas indispensable; 
car la méthode réussirait également sur une fraction 
dont le numérateur serait d'un degré plus élevé que 
le dénominateur, si l'on avait le soin de prendre pour 
numérateurs des fractions partielles , des polynômes 
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qui, multipliés par les dénominateurs, produisisse) 

des résultats d'un degré aussi élevé que Fa:. Mûi 

par ce dernier moyen , le calcul deviendrait plus la 

puisque l'on aurait un plus grand nombre d'indâ 

minées a trouver. 

16. Lonque le dénomùiateur çx contient des fa 

teurs multiples, on peut , si l'on, veut, remplacer châaaif 

, -. . ,, aK''~' + l)K''"~^-|- et( 
des jractiQns telles qiie j— ^ 

correspondent k chacun d'eux , par plusieurs 
j f/actions plus simples, telles que 

A' B' P' 

, En elîFet, il est visible que le nombre des indén 
linées A', B', . . . . P', sera le même que celui d 
, b , etc. , du numérateur de la fracù 

" + etc. 



pourra déterminer ceux - 



et l'on pourra déterminer ceux-là tout aussi bietl 
que ceux-ci. 

La même remarque est applicable au cas des &Q 
teura multiples correspondants à des imaginaires, j 

Leu de la fraction — rf_ ' : ~~ \t , _3Ta — , U i4 ' 



pourrait mettre la somme 

[{x + mf-V 



"H^+^Ô'+^T" 



{x + mf + n.-' 



ly. L'application de celte méthode ne renferme 
(l'autre difficulté que celle de la recherche des factcM 
du dénominateur, c'est-à-dire, celle de la résolulî 
des équations. Je donnerai ici un exemple de chaq 
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F' Exemple. Cas des facteurs réels inégaux. 



x^+i 



{x+i) {x—i) (^+2) [x+zy 

on posera 

^^ + 1 A B C D 



:=— — I 1 : — V 



(.x>+-i)(a7— i)(x-f-2)(:c+3) .r+i x^\ x+2, x+3' 

et l'on en tirera 

;rVi=A(a:-i)(a:H-2)(:r4-3)+B(^+i)(^4-2)(x4-3) 
+C(a>hi)(a:— i)(^+3)H-D(^4-i)(^— 1)(^4-2), 

c est-à-dire, 

^^+i=(A+Bh-C4-D)^^+(4A+6B+3C4-2D)^* 
+(A+iiB-C-D):r4-(-6A4-6B-3C-2D)j 

et en égalant les coefficients des mêmes puissances 
de X, on obtiendra, pour déterminer A,B, G, D, 
les quatre équations 

A4-B4-C + D=:i, 
4A + 6B + 3C+*2D=:o, 
A+iiB — C — D = o, 
— 6A + 6B — 3C — 2D = o, 

qui donnent 

A— £ B— — C — — ~ D— ^ 

en sorte que l'on a 

«^+ 1 I 



{x^\) {x — i) (^+2) (^+3) 4(^4-1) 

I 8 27 

a4(a:— i) "" 3(^+2) ^ 8(a?+3)' 

2. 22 
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II* Exemple. Cas des facteurs réels égaux. 
Soit 



on posera 

{x+2) {x—iy X+2 te— l)' ' 

c'est- à -dire, 

x^+x-i-i A Bjc'+C^H-I) 



(or H- 2) (x — i)^ x + 2 a? — 'iiof+Zx'-i* 

I 

d'où l'on tirera 

^'H-^ + i = (A-f.B)^3^(C— 3A + 2B)ar'4- 
(D+3A+2C)ar+(2D— A); 

ce qui donne les équations 

A + B=i, 
C— 3A + aB = o, 
D + 3A + 2C = i, 
liD — A = i, 

pour tirer les yaleurs des quati^ ifieoanues A , B,C, D. 
On pourrait également poser 
x^-\-x-r\-\ A B . C D 



{X-^'I) {x-\f X+2 {x-r-lf (.r-l)' X-l' 

ce qui donnerait 

x'-^x-i-i =(A+D)a:^H-(C-3A>c'-f-(3A+B+C-3D> 

H-(-A+2B-aC-f-2D), 

en sorte que Ton aurait, pour déterminer A, B, C,D, 
les quatre équations 
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A + D=i, 
C — 3A=o, 
3AHnB+C:~3D=i, 
— -A+aB — 2C-h2D=zi. 

Kieii n empêcherait non plus de poser 

= — — + 



ou bien 

ar^+JC+i A B C^+p 

(x + 2){a:—iy~'^^Tï'^ (a:—iy'^ {x — if 

III^ Exemple. Cas desfdcteurs imaginaires inégaux. 
Soit ?£= _^' + 7 



9a: (j:-f-i)(j:— I— \/— 1)(^— 1^-1/— i)' 
on posera 

Jc3+7 A Bj:+C 



(^4-i)(^-i+l/'-i)(^-i-l/'-ii) ;ï:-4-i (a;-i)'-hi' 

et l'on trouyera trois équations pour déterminer 
A, B, G. 

IV* Exemple. Cas des facteurs imagiruUres égaux > 

^^ '^^ (;c-5)(*-i-l/-,iV(^-H-l/-i)"' 

on posera 

a^+i A Bar3+C;ir»-4-Dar-KB 



ou oièn 

ajc<4-i _ A B^+C Dj:-4-E 

aa. 
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•^t dans Tun et l'autre cas, on trouvera cinq équations 
pour déterminer les cinq inconnues Â,B,G,D,E. 

Ces exemples suffisent pour montrer comment on 
pourrait en traiter d'autres dans lesquels ces diverses 
circonstances se trouveraient réunies : ainsi, nous 
n'insisterons pas davantage sur cet article. 

QUATRIÈME LEÇON. 

Des séries en général, 

i8. Xjorsque l'on veut développer une certaine 
fonction de x suivant les puissances de la variaUe, 
il arrive souvent que l'on obtient une suite illimitée 
de termes : l'ensemble de ces termes prend alors le 
nom de série. Communément il existe une certaine 
loi entre les termes , c est-à-dire , que pour en former 
un , il faut effectuer telles ou telles opérations sur nn 
ou plusieurs termes déjà trouvés. La connaissance de 
cette loi supplée à celle de tous les tenues de la 
série, puisqu'elle donne le moyen de calculer autant 
de termes que Ton veut. 

Les séries peuvent être subdivisées d'abord en trois 
grandes classes , savoir : les séries convergentes , les 
séries divergentes y et les séries périodiques. 

Une série est dite convergente lorsque la somme de 
ses n premiers termes est plus approchée de la valeur 
totale de la série que la somme des (/i-i) premiers, ; 
cette valeur totale étant d'ailleurs une quantité finie, 
que l'on peut considérer comme la limite de la somme 
des termes. La série est divergente dans le cas con- 
traire. Enfin , elle est périodique lorsque quelques- 
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ans de ses termes se reproduisent iadéSnitneDt < 
un même ordre. 

Par exemple, la suite 

1 + X -i- ■x' + ^^ -i- etc. , 
«st conTergcnte toutes les fois <jue x est une Eraction ; ' 
car si l'on prend la somme des n premiers termes f ' 
on aura une quantité 



(.) 



i+x~i~x^+ etc. 



plus approchée de la valeur totale de la série ijue j 
lorsqu'on ne prend que la somme 



w- 



v^+ etc. . . -i--^ ~ 



des (n — i) premiers. Pour s'en convaincre, il suffit ' 
d'observer qiie les deux développements (1) et (a)»! 
,^ni des progressions géométriques, on a 

__, x" — I 
i+x+x^-i- etc. ■ . +.r = » 



I +x + x'-+- etc. , 



+ ^- 



1 qu'en second lieu, la série entière i+x~^'X'+x'+ 1 
etc., etc., est aussi une progression géométrique, et ' 

' que celte progression géométrique est décroissante ] 
lorsque X est moindre que 1 ; qu'en conséquence 
on a 

t +x-i. x'-i- etc. . . = = — ^ 



qu'enfin, la quantité 

I 
que la quantité 

moindre que l'unité. 



- est plus approchée ( 
'- , lorsque X e 
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Cette même sério i + x -\- x^+ x' + etc. , serai 
divergente, au contraire, si x était plus grande qui 
l'unité j car on aurait toujours 

, ^'' — I 
somme des n premiers termes ;= , 

somme des (n — i ) premiers := , 

^ ' ^ X — j 

et la somme totale des termes de la série serait hc 

core ■=:. , comme on le Toit en divi* 

I — X X — I 

sant I par i — x. Or, la différence 



de la première de ce» sommes à la valeur de toute la 
série, est plus grande que la difierence 



de la seconde à cette valeur totale, lorsque œ est > i; 

d'où U résulte qu'en effet la série est alors divergente. 

ig. Pour donner un exemple de séries périodiques, 

faisons x^ — i dans le développement de , 

il viendra 

-^i — i + i — i + i — 1+ etc., 

suite dans laquelle + I — i est la période. On Toil 
qu'en ne prenant que le premier terme -(- i , on a 

une quantité qui surpasse de - la valeur totale de 11 

série; qu'en prenant les deux premiers, on a z 
c'est-à-dire, que l'on commet encore une erreur n 
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fie ~ ; mais cette erreur est en moins , tandis que la 
a ^ 

première est eii plus , et ainsi de suite. 

ao. Lorsque l'on donne une série, il arrive quel- 
quefois que l'on peut retrouver la fonction dont elle 
est le développement ; la formule du binôme et les 
progressions géométriques décroissantes en offrent dés 
exemples j mais il arrive fort souvent aussi qu'on ne 
le peut pas , et que même la loi qui règne dans la 
série est assez compliquée pour que l'esprit le plus 
exercé ne la découvre pas. Alors, tout ce que l'on 
peut se proposer consiste à soAimer un nombre dé- 
terminé de termes , que l'on est libre de prendre 
d'ailleurs aussi grand qu'on le juge convenable. 

Dans ce cas, si la série est convergente , on peut 
approcher de la valeur totale de la série autant qu'on 
le veut ; mais il n'en est plus ainsi lorsque cette série 
est di^trgente , puis<|ue l'on commet au contraire 
une erreur d'autant pl«3 grande que l'on prend plus 
de terme». 

2 1 . Lorsqu'une fonction est donnée par une série 
indéfinie , et que l'on est obligé de se borner à 
sommer un nombre limité de termes, il serait utile 
de pouvoir déterminer deux quantités, l'une plli9 
grande et l'autre plus petite que la somme des 
termes que l'on néglige. Le calcul différentiel ré- 
sout cette importante question d'une manière aussi 
générale que satisfaisante potir les séries qui ne ren- 
ferment que des puissances entières et positives de 
la variable ; elle la lésout aussi poui- celles qui doivent 
en renfeimer d'autres , pourvu que l'on s'arrête à un 
terme dont l'exposant soit encore entier et positif^ 
mais il ne va point au-delà, et l'algèbre n'a fourni 
i aucun moyen général. 
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On peut bien quelquefois déterminer précisémenl 
la fonction équivalente à ta somme des termes (pie 
l'on néglige; mais ce n'est qu'autant que l'on connaît 
la fonction dont la série dérive. Ainsi, par exemple, 
sachant que l'on a 

I + j^ -4- ar' + etc. . . ^ , 

I — X 

on pourra déterminer aisément la fonction équivi- 
lente à la somme des termes, à partir du (n + i)'*™ 
terme; car il suffira de retrancher de la somme totale 

, celle des n premiers i -\-x-\-x''+ etc. 

1 — x^ ^ 

+ a;"~", que l'on sait être égale à^ . On obtien- 
dra , par ce moyen , la quantité 



Supposons, pour donner une application nt 
rique , que l'on ait ,r = a , la série deviendra 
I + 2 + 4 + 8 + etc. , 

cette série est divergente ; car la vraie valeur de II' 
fonction dont elle dérive est 



et l'on voit que plus on prend de termes , plus l'erreur 
commise est considérable. Arrêtons-nous au sixièmil 
terme, par exemple; nous aurons 3i pour gomi 
des cinq premiers ; l'erreur commise sera — 33 j ^ 
en effet, si l'on ajoute cette quantité — 32 avec 3ij 
on obtient — i, véritable valeur de la quantité géo^ 
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:2a. Il parait absurde que la quantité , gui 

n'est autre chose que — i puisse engendrer la série 
illimitée 1 + 2-4-4+8 + etc. , dont la somme des 
termes est bien évidemment égale à Finfini. 

L'égalité 1 + 2 + 4+ etc. = — i est bien absurde 
«n effet, tant qu'on Fenvisage sous cette forme; mais 
labsurdité disparait dès qu'on met cette même éga- 
lité sous l'une des formes suivantes : 



2 

1 + 2 = I, 

I 

1 + 2 + 4 = ■— I, 



2'* 

I + 2^ + 2'+etC. . . +2**"' =— l, 



dans lesquelles le dernier terme du premier membre 
rectifie l'erreur introduite par ceux qui le précèdent. 
Cette erreur est plus grande dans la seconde de ces 
égalités que dans la première, dans la troisième que 
dans la seconde , etc. , et l'on ne doit point en être 
surpris ; cela tient à la manière dont on a effectué le 
calcul qui a engendré la série. Ce calcul consiste à 
diviser l'unité par le binôme numérique i — 2. Le 
diviseur i — 2 étant égal à — i , la division devrait 
donner de suite — i pour quotient, et zéro pour 
reste ; mais , par la disposition que Fon fait , on 
trouve I pour premier terme du quotient ; cette dis- 
position fait donc commettre dès le premier instant 
une erreur — 2 ; on doit donc être conduit à un 
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reste qui, divisé par i- — a, c'est-à-dive , par ■ 
donne — 2 pour quotient; et voilà pourquoi ce pre- 
mier reste est 2, On coutiaue ensuite l'opéialion de 
la même manière, c'est-à-dire, qu'au lieu de divise? 
ce reste par — i , on le divise par + i ; on commet 
donc une erreui' plus grande que la première de dem 
unités, c'esl^-dire, que l'erreur qui existe réellement 
alors dans le quotient est 3 ; le second reste doit doue 
être tel qu'en le divisant par — i , on détruise ccM 
erreur, et qu'on retrouve de plus le vrai quotient — 1: 
ainsi de suite. 

Ces considérations conduisent aux égalités que notu 
avons posées; et elles montrent en même temps que 
des séries qui s'éloignent de plus en plus de la valeur 
de la fonction génératrice , doivent être considérées 
comme des résultats fournis par des dispositions vi- 
cieuses de calcul, et comme des foimules inesaCtes 
c|ue l'on ne devrait employer qu'en rectifiant à chaque 
pas l'erreur commise, c'est-à-dire, en ajoutant à la 
somme des termes que l'on aurait pris, celte d» 
termes négligés , si on la connaissait. 

23, Nous terminerons cette leçon en faisant re 
quer qu'une série dont les termes vont toujours en di* 
croissant n'est pas toujours une série convergente. 
effet, si nous prenons la suite 



> + r + ïï ■ 



4 



■ etc., 



il nous sera facile de voir que l'on peut arriver à u 
somme aussi grande qu'on le voudra ; et pour qu'u 
série soit convergente, il faut que la somme de se& 
termes ait une limite finie. Mais on sera toujou» 
assuré qu'une série est convergente , lorsque ses lemei 
décroîtront plus rapidement que ceux d'une prt^rett 
si on géométriqtie. 
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Des séries récurrentes. 

24. JJans une progression géométrique, chaque 
terme se déduit de celui qui le précède en le multi- 
pliant par une quantité qui i^çoit le nom de raison. 
On peut aussi concevoir une suite dont chaque terme 
se formerait en multipliant les deux qui le précèdent 
par deux quantités données. C'est ainsi, par exemple, 
que nous formerions la série 

a^ b+ [aq + bq^) + {bq H- aqq* + b^"") -f- etc. , 

dont le troisième terme aq-^bq* est composé du 
produit de a par p et du produit de b par q\ etc. 

On peut également former une suite telle que pour 
obtenir un de ses termes , il faille multiplier les trois 
qui le précèdent respectivement par trois quantités 
données y, q\ q", etc. 

Ces sortes de séries sont dites récurrentes y d'après 
le mode de leur génération. Nous nous occuperons 
de celles-là en particulier. 

On donne le nom d'échelle de relation à la somme 
des quantités par lesquelles il faut multiplier respec* 
tirement les deux ou trois, ou n derniers termes 
déjà connus , pour former le suivant. 

25. Toute fraction rationnelle peut être transformée 
en une série récurrente. 

En effet, la formule la plus générale des fractions 
rationnelles est, comme nous l^avons déjà vu, 

a'\'bx + caf-{- . . . +ux^ 
a'+b'x + c'x'+ . . . ^u\r''^fx"^^' 
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en supposant que !'on ait extrait, par la division, k 
partie entière. Or , prenons d'abord la fraction par- 
ticulière 

a + bx 
a'-{-b'x-\-c'x''' 

et posons , en suivant la méthode des coëfEcîentS 
indéterminés, 

=\-\-h.,x-\-K,x'+...-^knx"-i~..eK.; 



a' -\- b' X -\- c' x^ 

il viendra, en chassant le dénominateur, en effectuant 
les multiplications et en passant tout dans un mémfr 
membre , 



Aa' +A ^a'la;H-A,û'| ^'+ Ajû' j a;^ . , + An 

o=:-o+Ai' +A,6' +A,A' +A„ 

-* I +Ac'j +A,c'| +A„ 

On a donc les équations partielles 

Aa' — o^o, A,a'+Ai' — b^o 

■ ASw' + An^, i'+An_aC' = 0, 



T 



desquelles on peut tirer les valeurs de A, A,, A,, etc. 
Les deux premières donnent 



et l'équation 'générale Ano' 4- An— i^'H- An— ac'^o, 
donne la valeur d'un coëfScient quelconque An, en 
fonction des deux qui le précèdent ; cette valeur est 



elle montre que l'on formera le coëfScient d'an 
terme quelconque en multipliant les coèfliciejits des 
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deux tenues qui précèdent celui-ci , respectivement 
par les «juantités ; et ;, La série seia donc 

récurrente , et l'échelle de relation en est ; ;■ 

Nous la désignerons sous le nom d'échel/e double, 
parce (ju'elie est composée de deux termes ; et l'on 
voit que toutt fraction rationnelle dont le dénomina- 
teur est une Jonction du second degré en x , produit 
une série récurrente à échelle double. 

En suivant une marche absolument semblable par 
rapport à la fraction 

n + 6x -\-cx' 



a' -\- b'x -+- c'x^ -\- d'3? ' 

on pi-ouverait également que toute fraction ration- 
nelle dont le dénominateur est une fonction du troi- 
sième degré en x produit une série récurrente à 
échelle triple , et l'on verrait que cette échelle est 



Généralement, si l'on prenait la fraction 
a-\'hx-^cx'-\-etQ. . . +M^"' 
a'+è'x-i-c'x'+etc. . . . -)- «';c™+ ï'^™"*"" 

on reconnaîtrait que l'équation qui doit donner 
A„ est 

An« -f-A„_, i'+ A„_it'-|- etc. . . ^o, 
et que par conséquent on a 

(?) ... An = 7 A,^-, A»_a 7 An-3 — CtC. ; 

"" a' a' a' 

c'est-à-dire , que chaque coëfBcient de la série est 
donné par leis coefficients des n termes précédents, 
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et que lechelle de relation est composée des m terme* 



Il est liien entendu que l'on suppose ici que n est' 
plus grand que m; les m premiers coèfEcients A, A,, 
A^, . . . Afn— I, seraient donnes pour les m équatiotu 

An' — û^o, A,a'+ A,f'+c'=o, elL-. 

A™_, a'+A„_ïi'+Am-îc'+etc.../';=o. 

En examinant la l'orniule {g), qui a toute la gé- 
néralité possible, on voit quel est lordre qu'il taut 
suivre dans le calcul pour former un terme à l'aide 
de ceux qui le précèdent ; et l'on peut remarquer 
aussi que réchelle de relation est indépendante des 
constantes qui entrent dans le numérateur de la frac- 
tion rationnelle génératrice. 

26. Héciproquement, toute série récurrente est pr> 
duite par une fraction rationnelle. 

En effet, représentons par A-f- A,,r+ A,x'+etc. 
une série récurrente, et par p + <j l'échelle de rela- 
tion ^ que nous supposons double pour fixer les idées; 
et posons l'égalité hypothétique 

= A + A,j:-t-A,a:'-(-etc., 

X—px—q;e 

qui sera légitimée si l'on peut déterminer des valeura 
finies pour a et b. Or, on a pour cela l'identité 

qm donne 1 

fl = A, * = A,— A./^; 

d'où il faut conclure que la série résulte de la fraction 

A+ (A, — Af)i c 
r—px — q.y" 



^ r 



Le mAsoit jarocàùe TesMasm g vintwiim e m tantes îe^ 







et ilfiriMÎBi I en MMur teaps Ijl Cacdon ntîoiindle 
géocnHiee. Car en cgaluit h sôîe, d'abord à U for- 



mille —; p— , OQ nTannit bescHu ooe des tnùs pre- 

miéies équations 

Aa' — a = o, 
A,a+ AA'=o 



A,a-h A,*'=o, 



pour déterminer les trois inconnues a, a\ 6'^ et si 
ces trois écpiaûons foumissaient des valeurs infinies > 
ou si elles donnaient des valeurs réelles qui ne satis* 
fissent pas à Tune quelconque des suivantes 

Aqu' + Ami' 7=zo , A^«' ^ Ae^' = o , elc. , 
on conclurait que la série fie déri-^e pas d'une frac- 
tion .telle que --, — tt' * ^^ examijcierait alors ai elle 

peut dériver dune fraction telle que « ^« 7 -»y« » 
ainsi de suite ;' et il semble que si U fraction ration* 
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nelle giinérairiœ était de la fomie -; r: r~. 

les cinq premières cquations devraient donner poui 
a , i), a', II', c', des valeurs déterminées et finies, qui 
satisferaient à toutes les équations suivantes. Mais 
poui- faire voir de quelle modification ce procédé est 
susceptible, prenons l'exemple 

I -f-2Jr + 8^'+ aScc'H- 100^7^+ etc., 

dans lequel chaque roèfficient se forme eti multipliant 
celui qui le précède de deux rangs par 2, celui qui 
le précède immédiatement par 3, et en ajouiam ces 
deux produits, Supposons que nous ne connaissions 
point l'échelle de relation, et proposons-nous de dé- 
terminer la fraction génératrice : afin de reconnaître 



d'abord si cette fraction est de la forme - 
posons 
I -4- 2,ïr + 8 jî'-t- 28^^+ 1003:*+ etc. : 

nous en tirerons, pour déterminer «, 
équations 



+ è'x' 



' et è'Aet 



8a' 4- ai'=3o; 

les deux dernières ont ii'=o, i' = o, pour racines 
communes, et par conséquent la série ne peut point' 

provenir d'une fraction telle que — ; — 77— • 

Pour voir si elle provient d'une fiaction telle q», 



i+2a;+8T'+a8,r'-(-tooj:*-+- etc. =: - 
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et il viendra 



a' — a = o 



1 



2û'+ b — i'=zo, 

28ûj'+ 8*'+ 2c' = o, 
iooa'+ a8*'+ 8c' = o. 

Mais ces ëquations conduisent à des valeurs -. en 

o 

sorte que Ton ne peut point déterminer les quan- 
tités a^ b y a'j b\ c\ 

Cette circonstance tient précisément à ce quct la 
fraction cherchée est de la forme 

a + bx 

a' + b'x + c'a:* ' 

et que dès-lors la cinquième équation est une consé- 
quence nécessaire de la co-existence des troisième et 
quatrième. Mais si, au lieu de chercher a', l\ c\ on 
veut tirer de la troisième et de la quatrième équation 
les deux termes de Téchelle de relation , c'est-à-dire ^ 

. . b' c' 
les quantités ^ et ? > on trouvera 

_^_3 _l'_? 

a' ~ i' a' ~ i' 

etï sorte que Ton pourra former alors le dénomina- 
teur I — ix — 2j:* de la fraction génératrice; et, 
d'après cela , on calculera a et b en mettant au lieu 
de a\ b\ c' les valeurs i , — 3, — a, dans les deux 
premières équations a' — a = o , 2 a' H- b* — ^ z=: o , 
qui donneront a:=i, ^ = — i; d'où l'on conclura 
que la suite i H- 2:c+ 8a:* + etc. , est récurrente , -et 

I ■ X 

qu'elle provient de la fraction ■ ^ -^• 



2. 



23 
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Ainsi, dans ce problême, ce ne sont point pvéâ'^ 

sèment les coefficients a\ b', c', etc., du dénomina- I 

teur que l'on devra considérer comme inconn 

,. , i' c- . . . , 

s l»ien les rapports —, , — , etc. , qui , pris avec des 1 

signes contraires, sont les termes de l'échelle de re- 
lation. SI ces rapports ont tous des valeurs entièreSf 
ou bien des valeurs fractioonaires atl'ectces d'un mêrac 
dénominateur, on conclura que la série est réctir- 
rente, et que la fraction génératrice est de la fonne' 
supposée. Si ces rapports avaient des valeurs infinies, 
il faudrait nécessairement en conclure de deux choeea 
l'une, savoir, ou que la série n'est pas récurrente, 
ou que si elle l'est, la fraction génératrice n'a poùii 
la forme supposée. 

Pour montrer qu'en effet la cinquième équation 
looa' + 28^'+ 8c' z^ o ) ou , plus généralement, 
A,fl'+ A,i'+ Ac'^o, est une conséquence immé- 
diate de la co-existence des troisième et quatrîèmE , 
lorsque l'échelle de relation est double , il sulfit 
d'observer que cette échelle de relation étant alors 

è' c' 
-, ~ ; , le coefficient A^ doit être égal à la 

somme des pi'oduits des termes précédents, c'est-à- 
dire, que l'on a 



d'où . 



A,û'+ A'i'H- Ac' 



On prouverait de la même manière qu'en génèrïl 
si l'échelle de relation doit Être composée de n tcnnei, 
l'équation A„ a'+ An-»i'+ etc. ^^ir o, est une'consé- 
quence nécessaire de la co-esistence des n équaliou* 
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^âi la pr(;i:è(icnt imniédiatemeTit; d'ok il faut con- 
clure que l'on ne pounait point, à l'aide de cette 
équation el des u qui la précèdent immédiatement , 
déterminer les ra + i coefficients a', à', c', etc., du 
«Mnominateur; mais ces n éijuatiODs précédentes four- 

'niraient les valeurs des termes ;, ;, etc., de 

yfdkdte de relation , en Fractions ou en nombres en- 
tiers auxquels on peut donner l'unité pour dénomi- 
Miteur. Ce dénominateur commun serait ie premier 
terme du dénominateur, et en prenant les numéra- 
tBors avec des signes contraires, on aurait les coèfB- 
Ùents des autres termes du dénominateur de la fraction 
i-ationnelle cherrJiée. Les premières équations de con- 
dition fourniraient ensuite les valeurs des coefficients 
du numératfïur. 

M. de Lagrange a donné, dans les Mémoires de 
l'Académie des Sciences de Paris, année 1772, un 
autre moyen pour reconnaître si une série est récur- 
rente. Ceux qui désireront le connaître, poiurout 
consulter le Complément des Eléments d'algèbre de 
M. Lacroix. 



SIXIEME LEÇON. 

Suite de la précédente. 

28. l\|ous nous proposerons de résoudre, par rap- 
port aux séries récurrentes, les deux mêmes questions 
que nous avons traitées dans les progressions , savoir : 

1° Etant donnée une série, c'est-a-dire , les n pre- 
miers termes de cette série avec les a ttrmes de PéchelU 



35fî LEçoiKs d'algèb 

de relation , ef^terminer la somme des m premiert, 

termes de cette série , ou le terme sommatoire. 

a" Etant données les mêmes choses, déterminer 
terme du rang m , ou le terme général. 

ag. Pour résoudre la première de ces deux ques- V 
lions, c'est-à-dire, pour trouver ie terme sommatoire, ,. 
il suffira bien évidemment de calculer d'une part k 
fraction génératrice de la série donnée , d'autre part 
la fraction qui engendretajt la même série , à partie 
du (m-l-i)^'"* terme seulement, et de retrancbeii 
cette seconde fraction de la première. 

Soit proposé, par exemple, de trouver la 
dea trois premiers termes de la série i + aa:-^- 8ai'+' 
a8:c'+ ioo^'H- etc. On trouvera, comme ci-dessus^ 
en représentant par S la somme totale des termes d«i 
la série 



premiert, I 

'mina- Ut | 

!ux ques- V 
unatoire, ,. 
le part la , 



I — 3a; — nx^ 

Pour calculer ensuite la somme s des tenues de 
cette même série , à partir du quatrième terme 28:r', 
on observera que l'échelle de lelation étant toujours 
la même , le dénominateur de s doit être lé même' 
que celui de S , en sorte qu'il restera à déterminer le 
numérateur de celte quantité s ; et comme ce numé- 
rateur doit évidemment être de la forme a:x? -^ bx*,\ 
on posera 



I — 3x 



c'est-à-dire. 
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et par conséquent 

ce qui donne 

^ 1 — ;r — 28^^ — i6ar* 

S— . j=r= — 



I — ix — 2 



X 



a ? 



quantité qui se réduit, comme cela devait être, à la 
somme 1 + 2:^ + 8^^ des trois premiers termes. 

Nous observerons à cet égard que lorsqu'on veut 
faire des applications de tout ce que nous venons de 
dire à des séries numériques, pour reconnaître si 
eUiss sont récurrentes^ et pour déterminer alors 
réchelle de relation et la somme des 'm premiers 
termes, il £aiut les mettre sous la forme A + A,^ + 
Aaa:*+ etc. ; A , A^ , A, ^ etc. , étant les divers termes 
de cette série numérique. On fait ensuite x=i dans 
le résultat, et par ce moyen la question proposée se 
trouve résolue pour la série numérique Ah-A^ + 
Aa + etc. 

Ainsi , par excttnple , pour trouver la somme des 
trob premiers termes de la série 1 + 2 + 8+284- 
100 + etc., on mettrait cette série sous la forme 
I + 2.r+ 8^'+ etc. ; et l'on verrait qu'alors la 
somme cherchée est 



I — X — 28^7' — i6x 



4 



I — 3x — 2 



X 



a 9 



faisant ar= i , il viendrait + 7. Dans cet exemple, 

il est bien phis expéditif de faire l'addition ; mais il 
n'en serait plus ainsi dans le cas où l'on demande- 
rait la somme des S o, ou 60, ou 100 premiers 
termes, etc. 



I 
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Soit encore demandée la somme des n premiers I 
tcimes de la série 

+ [A + («-i)rf]^"~' + (A-|-nrf)^''+elc 

En suivant la méthode du n" ay, on reconnaîtia que 
cette suite est une série récurrente à échelle double, 
et que la fraction génératrice est 

S __ A— (A — ^)x 



Pour avoir la somme des n premiers termes, chef* 
cWns la quantité s qui-engendreraît ta série, à pwliT 
du (7( + i)^"" terme {A-^- nd)x". Il est clair que 
noua l'obtiendrons en mettant [A + ntfj à )i jUicà 
de A dans S, et en multipliant le résultat de cet» 
substitution par x" ; on aur.a donc 



S = 



(A-i-nd):r-^~[\-\-(n- 



r,d]^ 



a-ï: 



_ A-{A-d)x-{A+n(i ) a:''~i-{A+(n-i)d]:r^\ 
i^ix + x' ' 

telle est l'expression clicrchée. 

Si Ton y suppose x-^i, elle devient , , ,,,,. 

- A-A + d~--A'-nd^A~\-{n-i)d o. 

"■"■" 1^2 + 1 ~ ô' 

cette circonstance doit tenir à ce qu'il existe dans kl 
deux termes un facteur commun qui se réduit il tA^j 
par l'hypothèse x:=ii. Comme le dénominateur dl 
{x — i)', il est clair que le facteur commun oe peut 
être que x — i, ou {x — i)'. On reconnaît, pari» 
nature même de la question, que les deux termes de 



la fraction doivent t-lre (îivisibles par [x — i)'j cai 
s'ils De l'étaient que par x — i, il resterait s: — i au 
dénominateur, et la quantité cherchée serait infinie, 
dans le cas de x=^ i , ce qui est visiblement absurde. 
La recherche du plus grand commun diviseur donne 
en eiïet (x — i)' : et en divisant les deux termes par 
(ar— i)', l'expression générale de S — s devient 
^A.+ {n~i)d]x''-'^{K+{n~:i)d]x''-' + etc. 

Si l'on j fait x^ i ,, cette expression deviendra 

[A+(»-iKJ + [A+(ra-2)rf]+etc.... + (A+^)+A, 
où bien, en la disposant dans iin ordre inverse, 
A+(A+a')4-{A+2rf)+etc.... +[A+{«-i)<f]i 

et l'on reconnaît que ce n'est antre chose qn'une pro- 
gression arithmétique, dont le premier terme est A, 
et dont la raison est d. ■ .^ 

On peut aussi remarquer que la suite proposée est 
le résultat que l'on obtient en multipliant cette même 
progression arithmétique terme à tertne par la pro- 
. gression géométrique x°-\~j!^-^~x^+ etc. 

3o- Cherchons à présent à résoudre la seconde 
question du n" aS , c'est-à-dire, essayons de déterminer 
lé terme général d'une série récurrente. ' 

A cet effet, nous supposeront d'aliord que la frac- 
tion rationnelle soit décomposable en fractions de la 

M . A . 

forme — ■. ou plus simplement . Ou sait 

p — rx ' ' I — qx 

tra'une fraction ratipnuËlle telle nue —^ , ou 



o 



~-~—Za fingendre cne progressif! 
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métrique dont le premier terme est A, et dont la| 
raison est y : si donc la fraction rationnelle généra- 
trice de la série peut être décomposée en m fractions | 
simples 

A A' A" ^^^ 

I — ja:' i~y'a:' i — ql'cc' 
là série pourra être considérée comme une somme 
lie progressions géométriques , et nn terme qufll- 
conque de cette série sera la somme des m tenna 
du même rang dans ces progressions. On sait déter- 
miner le terme du rang n dans une progression: 
ainsi, pour trouver Ife terme dû rang n, dans celle 
hypothèse, il faudra, après avoir décomposé lajrac-'. 
tion rationnelle génératrice en fractions simples, trata- 
former chacune de ces Jractions simples en une pro- 
gression géométrique , chercher le terme du rang n dt 
chacune de ces progressions , et la somme de ces terims 
généraux sera le terme général de la série donnât. , 
La fraction l'ationnelle génératrice n'est pas tou- 
jours décumposable en fractions rationnelles simples*; 
elle cesse de l'être , i " lorsque son dénominateur ttsif- 
ferme des facteurs égaux ; a" lorsi^u'il rcnfenoe d^i 
facteurs imaginaires. Il convient donc de voir quelle' 
marche on pourra suivre dans l'un et l'autre cas. Ia. 
question revient évidemment à indiquer le moyen 6» 
trouver le terme général d'une suite engendrée par 



une fiaction telle que j 



-^ , et celui de résoudre i 



la même question pour une série engendrée par niil 

, . „ A+Bjt 

traction telle que ^rz. — _\i , Ai» i ''*'' <"* sajt ( 



toute fraction semblable 



«V- 



fT' 



A.t''"~' 4- Ba'"- '+ etc.. + T 



éi|uiTaut à une somme de fractions telles que 



(* 



»)■■ 



, etc. . . ; et que toute expression de la forme 



•*'-+- TiT^"''^-i~ etc.. + T 



peut être, rempjacée par une somme de fraptioiis 

telles que 



Of, 



la formule 



P, + Q,j 



^r+e-r 



PÇfîftiV j£'^'(ir— «)"" , expression qui se développe 
suivant la formule du biudme, et dont on connaît 
par conséquent le terme général. 
Se même la foimule 



revient ù 

(A + Bj;) (:if+px+^}-", 

quantité dont le second facteur se développe par la 

loi du binôme, en sorte que .Ton pourra aisément 

obtenir le tenne général du développement, de ce 

second facteur i et, en le multipliant par A + B^r, 

on auri^ le terme .général du développement engendré 

, , . A + Bx 
par la traction , rs- 
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Je ne m'arrêterai point à donner des eicemples île; 
cette recherche, et Je terminerai ce que j'ai à dire 
sur ces sortes de séries par la démonstration du thfk>- 
rême suivant. 

3i. Dans toute série récurrente, on peut augmenter 
autant qu'on le veut le nombre des ternies de l'échdle 
de relation; mais on ne saurait le diminuer, à mainf 
gue la frUction rationnelle génératrice né fût pas ré- 
duite à sa plus simple expression ; c'est-à-dire, qu'oïl* 
série récurrente dont l'échelle de lâlation est com- 
posée de deux termes , peut être transformée en une 
autre dont l'échelle île relation ait trois, ou quatre, 
ou un plus grand nombre de termes; mais elle i» 
saurait être transformée en une autre dont l'échelle 
de relation n'aurait qu'un terme, c'est-à-dire, en une 
progression géométrique , à moins que la fraction 
rationnelle génératrice ne fût pas réduite à sa plui 
simple expression, 

a-{-hx 



Soit en effet - 



, la fraction rationnelle 



génératrice d'une série récurrente, dont l'échelle de 
relation est ^ + y : on peut multiplier les deux, 
termes de cette fraction par une même quantité i + 
gx, sans changer la valeur de cette fraction, et par 
conséquent celle de la série qui en proviendra. Or, 
cette multiplication donne 



w- 



.a-^- {b-\-ag)x-\-bgx' 
-ie-g)^-i'i,-i'FS)^^-i0^ 



fraction qui engendrerai* urte; sérié à échelle triplej 
De même, en multiphant la fraction par i + gX-¥ 
kx' ^ on la transformerait en une autre qui engen^ 
drerait une série à échelle quadruple, etc. , etc. 



Il I 



t clair qu'en divisant les deux termes de la 



CITÏQTIIÊMK riKTIK. 363 

fraction (a) par i+gx, on retomberait sur la pre- 

a-i-èa: 



mière traction - 



, et quen conséquence on 



-pjc-qx 

peut aussi transformer une série à échelle triple en 
une série à échelle douHe, une série à éclielle qua- 
druple en une série à échelle triple et même double ; 
maia cela ne peut évidemment être praticable qu'au- 
tant qu'il esiste un commun diviseur function de la 
lettre principale de la sécie, eatre W deux termes de 
la fraction l'énératrice, i 
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•Jottr des suites y ou de la méthode inverse dès 



33. V-'fî suppose que^ soit déycloppé en une série 
ordonnée suivant les puissances de x, et l'on demande 
d'eu déduire le développement de jt en fonction de y. 
La méthode qui sert a la résolution de cette question 
est diie méthode inverse des séries : Elle n'est encore 
qu'une applicaiion de celle des coéfËcients indéter- 
minés. Od cqnroit qu'ayant 

_^=:Aj/"+B^r'"+"-|-C.r''^+P+ etc., 

il en doit résulter 

j(r=;Ay*"+By"'+"'+Cy"'+'"+'"-I-e[c.; 

mais il s'agit de déterminer tout-à-la-fois les coéfË- 
cients A', B', C, etc., et les exposants m', m'+n', 
m' -\- n' '\- p\ etc. On peut souvent reconnaître àpriori 
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que les exposants doÎTent être des nombres entiers 

positifs ; alors on pose 

xr=:A'-i~Ry-l- Cy+ etc., 

en sorte qu'il n'y a plus que les coefficients A', B',^ 
C, etc. à déterminer. Souvent même on reconnaît, 
par la nature des fonctions x etj-, que le dévelop- 
pement cherché ne doit, contenir que des puissances 
paires , ou que des puissances impaires , ce qui en- 
gage à poser simplement 

X := A'+ B'j'+ Cy+ etc., 

ou ... . .-e ^ AIt'H- By + Cy + etc. 

Dans tous les cas où les exposants sont conniu, 
pour déterminer les coefficients on substitue, dans le 
développement connu de^^- en fonction de .1;, au lieu 
de X son développement hypothétique , au lieu de a? 
le carré de ce développement , etc. , etc. ; et en ^- 
lant ensuite à / la nouvelle suite fonction de_y, c'est- 
à-dire en posant, par exemple, 

^ = My -\- -N^' + etc. , 

si celte nouvelle suite est M^-f-N^'-l- etc. , on » 
une identité , de laquelle on peut déduire autant 
d'équations M — i^o, N^ro, etc. , qu'on le veut, 
jiour calculer les valeurs des coefficients A', B', C, «M.» 
dont M,N, etc., sont des fonctions. 

Souvent il se manifestera une loi dans la composU 
tion de ces valeurs ; l'état des choses et le plus o 
moins d'habitude acquise dans les calculs algéhcigu< 
montreront alors quel degré de confiance oa doit 
accorder à cette loi. 

Si l'on ne peut point apercevoir à priori quelle 
la loi qui doit régner dans les exposants de y, on 
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]>resentera ces exposants par des lettres et, 6, Y,etc.; 
on opérera d'ailleurs comme si ces exposants étaient 
connus, et que l'on voulût vérifier l'exaclitude du dé- 
Teloppement. La marche qu'il convient de suivre ;i 
cet égard ne peut guères être exposée qu'avec ini 
exemple. Soit donc 

j' ^ X ~i- x' -i~ x' -i- x^ -^ etc. j 

nous poserons d'abord 

(2) . . . . x= Aj-«+ B?- V Crï+ etc, i 

nous formerons ensuite les quantités x', x^ , etc., 
afin de pouvoir les substituer daus le développement 
donné et tirer de ce développement des identités qui 
fassent connaître a, €, yi etc., puis A, B, C, etc.; 
il viendra 

' a:*=AV^'+3A'B^"*"*"^H-ete. 
etc., etc. 
Substituant ces valeurs dans le développement de^, 

_;- = Aj" + ^X^+ C/t + etc. , 

+ A>""+ 2AD7-"+Vb>''^+ etc., 
+ aV^"+ 3A»B^"+^+ etc. , 
+ etc. , etc. 
Cela pose, « étant le moindre exposant du divi- 
dende, le seul terme Aj'" qui en est affecté doit ètr» 
égal à y, ce qui prouve que l'on a a = i,etA^^i. 
Mainlanant, il nest pas difficile do voir que 6 doit 
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être égal à 2; cftr l'égalité ^■^:c+ a:'+ ^*-f- etc.^ 

donnejr— j;=::;jr'+ j:'-(-etc. ; et l'égalité (2) donnefl 

en y faisant a=zi , At=: i , 






'— C,.T 



Cj-l- 




- etc. , 



résultat dont le premier terme «lu second membre 
doit devenir +»;', lorsque l'on y remplace _;- par» 
Taleur x + x'+ etc. , ce qui ne peut être (juautant 
que 6 = 2, et que B;^ — i : ainsi , le développe- 
ment (a) devient 

X =y — ^■^ + C_;-ï + etc. 

Pour déterminer à présent y et C , nous obsen*- 
rons que cette dernière égalité donne 

X — y -\- y"^ ^ Q.y^ + etc. , 

tandis que la proposée donne 

y — X -^ x"^ -'r X + etc. , 

d'on . . . X — y ::= — x" — x^ — etc. , 

et par conséquent, 

jr — ^+y :r=~ Jc" — a;^— ;r*= etc. _ 

d'où, en mettant dans le second membre, au lieu 
y' sa valeur x^~\~ 2^:^+ etc. , 

^ — ^+J"'^= + x^ -\- etc. 
Comparant ce développement avec le 
C^f , H- etc. on voit que le premier terme de C^y 
étre + .r', ce qui ne peut être qu'autant que C^ 
et y=3, puisque ce premier terme de C^-ï est C*^' 



I 
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En continuant ainsi, on parviendiaîl à déterminer 
Autant de termes qu'on le voudrait. 

33. Nous obserrerons qu'il serait possible de traiter 
cet esemple d'une manière infiniment plus simple et 
plus élégante. 

On sait par les séries récurrentes que x + x'-hx^ 

+ etc. , résulte de la fraction ~ ; ainsi , l'on a 

I — X 

y= : d'où l'on tire x = —^ — ; or, en dére- 

loppant cette dernière fraction, on obtient 



f 



XT= y — ^' + ^' — ^* + etc. 

n est d'ailleurs visible que cette remarcpie est 
•pplicable à tous les cas où la série donnée est une 
de celles que l'on peut sommer , et qu'elle donnera 
un moyen très-commode pour rcaoudie la question 
qui nous occupe, c'est-à-dire , pour exprimer x en 
fonction de^, toutes les fois que l'on pourra ré- 
soudre, par rapport à x^ l'équation ^^y";t à laquelle 
on sera conduit. Car il est aisé de voir que la méthode 
des coefficients indéterminés donne le moyen de dé- 
velopper les fonctions radicales tout iiusâi bien que 
les fonctions rationnelles. 

Je ne m'étendrai pas tlavantage sur cette théorie, 
pour laquelle le calcul différentiel donne d'ailievu-j 
«les procédés bien supérieurs à ceux de l'algèbre. 
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Des nombres figurés 



34- JA|ous savons troiiTcr la somme des n pi 
termes d'une progression pai' différences a.a + d, 
a.-i.d.... a-\-{n—\)d\ proposons- nous de dëier- 
miner la somme des puissances m^'"" des divers termes 
(le cette suite, c'est-à-dire, de sommer la série 

rt"'+(«+^)™-H(a+W)"'-|-etc...+[« + («-i)^, 

Pour plus de simpUcllé , nous représenterons le 
second terme par b, le troisième par c, etc., elle 
dernier par u , en sorte que l'on aura entre les quan* 

tités a, b, . 



d'où il résulte 



, les relations 
= b^d.. 



r^=^b''^-\-mdb"''~ 



•lèLiA. 



'liULUl, 



„™__ t'^^jn til"'^' + 



»('"-■) 



rf'ï" 



Si l'on ajoute ces égalités, il vient, en désignanv, 
par Sm la somme des puissances du de^é m, par^ 
Sm—i celles des puissances du degré {m — i), etc. 



-u- + md(S^ 



m(m-i) 



'l'(S„. 



tfoà . , . . . 

4- etc 

équation dont on pourrait déduire Sm— i en fonction 
de Sot— 2î de Sm— 3, etc., c'est-à-dire, la somme des 
puissances d'un ordre donné en fonction des sommes 
de puissances inférieures , et qui , pai* conséquent , 
résout la question. 

Si, dans cette fonpule, nous faisons successivement 
7» = i, m = 2, w=3, 772 = 4î etc, nous pourronis 
en tirer tour-à-tour la somme des puissances zéro , 
celle des premières puissatices , celle des carrés , celle 
des cubes des nombréis donnés a^ i^ c^ etc., et nous 
trouverons 

^ u — a + d 

Oo— — ; « 



CO 



S,= -r- + — î— , 

* - \3a 2 2.3 ' 

^3= — -Tj h h ■: .«, 

4« 2 4 



etc. 



Xorsque Ton prend pour progression la suite des 
nombres naturels i , 2 , 3 . . . /t , ces expressions de- 
irienneùt 



2. 24 






s 



(2) 






35. Dans la série i + !i,'^+ 3*^+ etc., le tenne 
général est n'^, et ce qui précède donne le moyen 
4e trouver le terme sommatoire de cette suite. Nous 
pouTOBs aisément en déduire aussi le terme somona- 
toire d'une suite 4}ui juixait pour terme général l'une 
des quantités S<>, S^, Sj», etc. Car soit, par exemple, 
tme série ayant S, pour terme général. Si l'on ob- 
serve que Von a 

n? 7^* n 



^'~ 3 "^ 2 '6' 
on reconnaîtra que cette suite équivaut à 

|(i + a'4-3^4-etc.)H-^ ( i + a'+S") -F etc 

**r g (i + 2+etc.)^ 

c'est-à-dire, au tiers de la somme des cubes de la 
suite naturelle des nombres, plus la moitié de la 
somme des carrés de cette même suite , plus le sixième 
de la somme des premières puissances , jusqu au 
nombre n inclusivement. Ainsi , en représentant p|r ^ 
le terme sommatoire cherché, on aura 

^ = 3 S3 -+• - Sa + g S^ ; 



i 



et en substituant pour S3 , Sa , S^ , leurs valeurs nu- 
mériques, on aurait celle de tt. 

De même, si Ton demande le terme spmmatoire 
d'une série qui aura pour terme général la somme S^ « 
des n premiers termes de la suite 1.2.3, etc. , on 
observera que l'on a 



n* n 



' 2 2' 

et que par conséquent la série proposée ^t la somme 
des deux suivantes 

i (H«-2"+3'+etç... «+-/*% 

- (i •+- îi -f- 3 4- etc. . . -4- «) J 
d'où il résultera 

W = - Sa + -S, = ^ /l' + - «• -h 5 «. 

:^ ^ a 2 § 

36- Maintenant, on peut calculer aussi le terme 
* ''9ommatoire dVne série qui aurait pour terme gêné- 
_^I une fthFiction rationnelle et entière des quantités 
% S^ , Sa , S3 , etc. 

- • *^ ïï. z 

" '. 5if par ^^emfU', ow donne - Sa + - S, pour ternie 

. général, on commencera par chercher la valeur nu- 
mérique de cette expression, et Ton trouvera 

2 2 ' 2 3 

^'où l'on conclura que la série proposée est k 
-sonune des trois suivantes 

g (i + 2' + 3'+ 4^ -H etc. +/i'), 

24. 



3?» 
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- (1 + 2= +3' -t- 4"+ etc. +/!'), 



2 (i + a + 3 + etc.... -^-n), 

et que par conséquent son terme sommatoire f 
vaut à la somme des trois termes sommatoiies 
tîels, c'est-à-dire, que l'on a 



6 2 



' 2.3.4 



s„ 



2.3.4 



„■ "("+■)('■+') (-+3) 
''- a. 3. 4 

37, Dans les deux numéros précédents , nous 
pris la suite des nombres pour progression prîaiil 
il est clair que nous aurions pu partir égali 
d'une progression quelconque a .a-i-d .a + id 
et alors il aurait fallu recourir aux formules (i 
n" 34, au lieu d'employer les formules (aj 
toute la différence. 

Prenons , par exemple , la progression 1.3.5 
9 . etc. . ■ . {2 M — i); les formules (i) deviendra 



s. 


= 


", 








s. 


= 


41' 









Si l'on demande le terme sommatoire d'une 
aurait S, ^ «" pour terme général , on obser 
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tie cette suite est 



i+a* + 3' + 4'+etc,. 



'où l'on conclura que ce terme sommatoire n'est 
atre chose que la valeur de S', trouvée n" 34, for- 
lules (2). 

38. Nous ne pousserons pas ces recBerches plus 
)in; les exemples précédents sufBsent pour montrer 
I marche que l'on doit suivre pour résoudre toutes 
» questions de cette espèce. Je remarquerai seule- 
aent que la question réciproque, qui consiste à dé- 
erminer le terme général lorsque Ton connaît le 
erme sommatoire, n'est pas plus difficile à traiter; 
«r connaissant l'expression générale du terme som- 
Hatoire, c'est-à-dire, de la somme des n premiers 
ermes, on obtiendra celle des n. — i premiers, en y 
cinplaçant n — i par ra; et si l'on retranche cette 
[emière somme de la première, on aura la valeur 
M terme du rang n. 

3g. Je terminerai cette leçon en faisant connaître 
B que l'on doit entendre par nombres figurés. 

1° Si l'on divise chacun des côtés AX, AY d'un 
i^le en parties égales AB, BC, CD, etc., kb, bc, 
if etc., si l'on joint les points de division par des 
toites BA, Ce, Dd, etc., et si par les points i, c, 
> etc. , on mène des parallèles à AX , c'est-à-dire , au 
^t^ sur lequel sont les autres points de division B, 
, D, etc., on aura une suite de triangles dont le 
fèmier ABé contiendra trois points de division A, 
» ê, y compris le sommet A; dont le second ACt-' 
I contiendra six, savoir A, B, C, 3, c, et le point 
i rencontre de la base Ce avec la-l^ne menée par 

point b , parallèlement à AX ; le troisième en con- 
&ndra dix, et ainsi de suite. On fait ordinairement 
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commencer cette suite par le nombre i , k <9iuc du 
sommet A , et on donne à ces nombres i , 3 , 6 , lo, etc., 
le nom de nombres triangulaires. Il est aisé, d'apm 
ce que nous avons dit, d'en calculer le terme g'énàil 
et le terme soramaloire, En effet, on voit, par k 
construction géométrique , que les tertnes de cette 
série se forment en ajoutant d'abord i avec a , puii 
I avec a et 3, puis i avec a, 3, 4» etc., en sorti 
r^ijue le terme général n'est autre chose que le terme 
I sommatoire de la suite naturelle i . a . 3 . etc. ; ce (joi 
nous reporte à ce qui a été dit n" 35, lorsque nwu 
avons calculé le terme sommatoire d'une série ajjnl 
S, pour terme général. 

Les termes de la série i, 4i 9t ^^i ^5, etc. ,«l 
reçu le nom de nombres carrés. La cause en 
trop facile à voir pour qu'il soit nécessaire de la 
> velopper. Le terme général en est n*, et Je 
, Bonimatoire est la valeur de S,, n" 34, formule (s 
Les termes de la série i, 5, la, aa, 35, etc., 
été appelés nombres pentagones , et voici la consi 
tion géométrique qui a donné lieu â celte dém 
nation. Soit ABCDE un pentagone; prolongeon* 
côtés AB, AE, qui aboutissent au même anj 
prenons sur AB prolongé une longueur Bè^=j 
sur AE une longueur E«=AE; menons parles 
h et e (les lignes parallèles aux côtés AE, AB, et 
chacun des points C, D, extrémités de la base 
du pentagone, deux lignes parallèles aux côtés 
AE ; deu.t de ces lignes se couperont dans l'intà 
du polygâne, en un point I j les deux autres ' 
peront les deux lignes menées par les points J 
parallèlement à AE et AB; on joindra ces deux 
d'intersection par une droite qui sera paralIèU S' 
cette parallèle à CD sera coupée er " 
les lignes Cl , DI , et l'on aiu'a une î 



NQITTKHZ PABTIB. 875 

^ui contiehclra douie points d'intersection. En 

tinuanl ainsi , on formerait une nouvelle figure 

pentagonale qui contiendrait vingt-deux points (Tin- 

tersection, etc. , etc. 

Pour tiouver le terme général de cette suite, nous 

observerons d'abord qu'il faut ajouter 4 au premier 

terme i , pour obtenir le second ; qu'il faut ensuite 

ajouter 7 au second pour trouver le troisième; puis 

10 au troisième 12 pour trouver le quatrième aa, etc.; 

en sorte que la série proposée se forme eu faisant 

successivement la somme des termes de la progression 

arithmétique i, 4, 7> lOi i3| Ptc. Donc, le terme 

général n'est autre chose que le terme sommaloire de 

cette progression , et par conséquent il est égal à 

3n'—n , . . , 

-- le voit aisément, soit en em- 




ployant les formules (1) , soit en se servant des for- 
miiles particulières aux progressions par différences. 
Connaissant ce terme général, on obtiendra Icterme 
sommatoire par le procédé du n" 3^, et l'on trou- 
vera, d'après les formules (a), n" 34, 



-s,= 



_.-+/>' _ ^>+.) 



[ La suite i , 6, i5, 28, 43, 66, 9^ , et£-, estoeUe des 
L nombres hexagones : elle se forme en faisant succes- 
I sivement la somme des deux, trois, quatre, etc. pre- 
I miers termes de la progression par différences i , 5 , 
I Q, etc.; celle des nombres heptagones se formerait 

en ajoutant les termes de la progression 1,6, 11, etc. ; 

et en général , on trouverait la suite des nombres 
[ figurés correspondants au polygone de n côtés, en 
[ sommant la progression i,/î — i, sk— 3, 3« — 5,etc., 
^dont les deux premiers termes composent n. 
^^t^Pareillement ^ si l'on ajoute successivement les 



] 
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termes de la suite des nombres triangulaires i, 5,6. 
lo, i5, 21, 28, etc., on formera une autre série i 
4, lo, 20, 35, 56, 84i etc., qui porte le nom de suit 
des nombres pyramidaux. Il est encore facile de trou- 
ver l'origine de cette dénomination. 

Concevons en effet que l'on ait coupé une py«' 
mide triangulaire par des plans parallèles à sa basej 
les intersections de ces plans avec les faces de la py-. 
ramide seront des triangles. On pourra, en appliquant 
à ces triangles la construction du n° Sp , trouver trois 
points dans celui qui sera le plus voisin du sommet, 
sans aucune construction ; six points dans le second, 
en y menant par un point pris sut un de ses côtés 
deux lignes respectivement parallèles aux deux autres 
côtés ; dix points dans le troisième , en y menant par 
deux points pris sur deux de ses côtés des lignes res- 
pectivement parallèles aux deux autres côtés, et aînû 
de suite. La somme de tous les points eonstruits dfl 
cette manière dans la pyramide sera donc successive- 
ment celle des deux, trois, etc. premiers ternies dt< 
la suite des nombres triangulaires. 

Le terme général de la série des nombres pyraini^ 
daux est donc la même chose que le terme 'Soiiuim< 
toire des nombres tiiangulaires ; ainsi , en le désigmiai 
par Ta, on aura, n" 3S , 1 



Tn — 7 



l'-h -n 



Pour obtenir le terme sommaioire, nous observeioiu 
que ta série qui a tt H \- = pour terme général équi- 
vaut à la somme des deux suites qui ont - S, et - S,. 
^ 3 2 ' 

n" 34, formules (a) , pour termes sommatoires ; aiasii 
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en représentant ce terme sommaioire cherché par f , 



ç=,S.+ -S.+ ,S, = - 



a. 3. 4 



1 



40. Dans les magasins d'artillerie, on entasse sou- 
vent les boulets en pyramides , dites piles triangu- 
laires. Il est clair qu'alors les pyramides sont régulières ; 
mais cette circonstance ne change rien à nos deux 
formules. Pour déterminer, à l'aide de ces formules, 
le nombre de boulets compris dans une pile triangu- 
laire , l'ingénieur compte d'abord le nombre des 
boulets qui se trouvent sur une même arrête, et il 
remplace n par ce nombre dans l'expression de ç : 
s'il veut connaître le nombre des boulets compris 
dans la base, il remplace ri par ce même nombre 
dans l'expression de Tn. Si on lui donne, au con- 
traire, un certain nombre de boidets à disposer eu 
une seule pile triangulaire , il remplace ç par ce 
nombre donné ^, et il obtient l'équation 



(«)...* = 



('+JÎ«'+aK 



qui doit donner pour n une valeur entière et posi- 
tive , ai le problème est possible. On yoit en effet que 
celte équation admet toujours une racine réelle et 
positive, puisqu'elle est de degré impair, et qu'en la 
mettant sous la forme re' + 3n'-t- ara— 3^:^o, son 
dernier terme est négatif. Mais cette racine ne sera 
pas toujours un nombre entier, et alors l'ingénieur 
devra prendre le nombre entier Immédiatement infé- 
rieur ; il lui restera à déterminer i" le nombre des 
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boulets qu'il faut rejeter; a" le nombre de boule» 
(ju'il faut placer dans la base de la pyraniide; 3" la jJis* 
position qu'il laut établir dans cette base, c'est-à-dîre, 
le nombre des boulets qu'il faut placer sur le côté 
du triangle. Pour résoudre la première question, il 
substituera dans l'équalion a, au lieu den, le nombre 
entier fourni par celte même équation , c'est-à-dire, la 
partie entière/? de la valeur de « ; il trouvera nécessai- 

remenl un nombre entier A , puisque' q 

est égal a '^ - f— - - j -^- • -, et par conséquent divi- 
sible par 3. La différence k—k' sera le nombre de» 
boulets qu'il laut rejeter pour former la pyramide. 

Pour calculer, en second lieu, le nombre des bou- 
lets qu'il faut placer dans la base , il faudra substituer 
la partie entière^ de la valeur de n dans l'expression 
de Tn. On obtiendra nécessairement encore ici un 
nombre entier , puisque Tu , qui devient Tp, est 

Pour découvrir en6n la disposition qu'il catiTÎent 
d'établir dans la base de la pyramide pour y placer 

les ^-^ boulets , désignons' par H ce nombn 

— ^- • Observons que lorsque par un point pri» 

sur les ccités d'un angle , on mène une ligne qui 
coupe l'autre côté, on a trois points, les tiois som- 
mets du triangle ; que si l'on prend un second point 
et si l'on mène par ce second point deux lignes res- 
pectivement parallèles aux deux côtés, on a six points; 
que si, par un troisième point, on mène'deux nou- 
velles lignes parallèles aux deux côtés , on aura dix 
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points pour y placer dis boulets, et ainsi de suite; 
en sorte que le nombre des boulets que ion peut 
placer est l'un des termes de la suite 3 , fi , i o , 1 5 , etc. 
des nombres triangulaires , lorsque le nombre des 
boulets places sur l'un des côtés du triangle est le 
terme du même rang dans la suite naturelle 1,2, 
3, 4i etc. D'où il suit que la question revient à dé- 
PiP±±l, 



ioer le rang que le nombre - 



- doit occu- 

dans la suite des nombres triangulaires; le nombre 
idiquera ce rang sera celui des boulets ^'il faut 
placer sur le côté de la base de la pyramide. Or, 
d'après la formule 



T, = * 



■) 



on voit que le nombre qui marque ce rang est^. 
Aioâ , l'on devra diviser H =: ^--^ ■ par -^ , 

ou a H par ^ + i ; la division donnera le nombre 
entier jO, 

On pourrait encoi-e proposer à cet égard plusieurs 
auti-es problèmes ; mais ceux que je viens de résoudre 
Bonl les plus importants, et les autres ne peuvent 
plus d'ailleurs présenter aucune difficulté , soit que 
la pile ait la forme d'une pyramide, soit qu'elle aie 
celle d'un tronc de pyramide. Ainsi, nous ne pous- 
3ns pas plus loin ces recherches sur les nombres 



n 
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Séries exponentiel/es et logaritfimiques. 



4i* Jl ROPOSOMS-Hotrs de déterminer le dévelop- 
pement de a!' ordonné selon les puissan<'es ascendantes 
de X. 

Ce développe nient ne devra contenir que des puis- 
sances entières et positives , du moins lorsque x sera 
entier ; car s'il contenait un terme affecté d'une 
puissance fractionnaire, la fonction développée serait 
susceptible de plusieurs valeurs , tandis que Ir fonc- 
tion non développée n'en peut admettre qu'une seule 
pour une même valeur de x, ce qui paraît impliquer 
contradiction ; et en second lieu , si le dt-vetopperaent 
renfermait un terme affecté d'un exposant négatif, ce 
développement deviendrait ^al à l'infini dans l'hy- 
pothèse ar = o, tandis que la fonction proposée de- 
viendrait égale à l'unité , ce qui implique encore 
contradiction. 11 y aurait cependant beaucoup d'ob- 
servations à faire à cet égard; aussi nous présentons 
ces considéra lions comme propres à faire présumer 
le fait énoncé , mais non comme une déraonstratîon 
rigoureuse. Ce fait sera prouvé par le calcul mémCf 
si, posant a^'^M + Kor-t- Ax'-|-Bjp' + C*'-|-elc., 
nous pouvons déterminer pour M, K, A, etc., des 
valeurs finies : cherchons donc ces valeurs. 

Observons d'abord que si l'identité hypothétique 
a'^M. + Kx + Ax^-i-Hx:^ -i-Cx' -\- elc. , peut avoir 
lieu , on aura M ^ i ; car le développement se réduit 
à son premier terme M, dans l'hypothèse ir = o, et 



CISQCIÈHE PARVtB. SSl 

par conséquent lu constante M est déterminée par 
Téquation M ;^ a" , c'est-à-dire , que l'on a M := i , et 
par conséquent 

(i)... ii^=i + Kar + A:c'+C3:'4-Cx'+ etc. 

Cela posé, si l'on remplace x par 3, il viendra 

(a)... a«=:i4-KE + As' + B3'4-Cs*+etc., 

K, A, B, etc., étant les mômes que dans l'identité {ij, 
puisque ce sont des quantités indépendantes de x. 
De même , si l'on remplace x par (x + s) , il viendra 

a^==i+K{x+z) + A{x+zy+B{x+zy-^etc., 

ou, ce qui est la même chose, 

(3)... a'-^'=i + Kx + Ax^+Bx'+etc. 

+ Ks -1-2 Aa:î+3Bar"z + etc. 
-|-Aa'+3Ba7s'4-etc. 
H-Bz' + etc. 

Maintenant, si l'on multiplie les identités (i) et (a), 
membre à membre, il viendra, en observant d'ailleurs 
que fl^ a" ^ à"^", 
(4). . . a'"*''=i-\-iix-i-Ax'' + Bx^+ etc. 

+ K z -H K'aa; -(- AKsar' + etc. 
+ A2'+ AKz'^e-l-etc. 
+ Bz' + etc. 

tes développements (3) et (4) devant être les mêmes., 
quels que soient x et z, les coèlBcients des termes 
semblables devront être égaux ; ainsi , l'on aura 

aA=K', 3B=3AK, 4C'=KB, etc., 
d'oii l'on tire 

A=5:,B = JÏ„C = -^, etc. 
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Ainsi, le développement supposé sera possible et 
même connu, si l'on parvient à déterminer une va- 
leur finie pour la (juantîlé K ; et ce qui précède fait 
voir que l'on aura 

f -.1- Iv^ Iv , K. , 

1.3 1.2.3 1.2.6.4 

Pour trouver K, observons que cette «juantïté étant 
une constante , sera déterminée pour toutes les valeurs 
imaginables de x, si on trouve la valeur qu'elle doit 
avoir dans une hypothèse particulière faite sur x. 

Or, si l'on fait x ^ ^j-, il viendra 



1 + 1 + - 



i.a.3 



La série qui compose le second membre est conver- 
gente , puisqu'elle décroît plus rapidement que la 

progression géométrique i H 1" 7 "*" ^^'î ™* 

équivaut donc à un nombre fini dont on peut apjao- 
cher k moins de telle unité décimale que l'on voudra; 

ce nombre est 2,71828 185,4 Sg, . , etc.; nous le re- 
présenterons, pour plus de simplicité par e, et tlês- 
lors nous aurons 



d'où, en prenant les logarithmes des deux membres 
dans un système dont la base est un nombre ijueU 
conque f , 

log. e' 
on aura donc enfin, 



log. 
1 est le développement cherché. 
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4a. Si l'on prend les logarithmes dans le système 
dont la base est a, l'expression de K devient 

•^ = 0. 

en désignant par /. n, en général, le logarithme d'un 
nombre pris dans le système dont la base est a. 

De même, si l'on prend les logarithmes dans le 
système dont la base est e , la valeur de K deviendia 

K=l'.a, 

en désignant par l' les logarithmes piis dans le sys- 
tème dont la base est e. Ainsi, ces trois quantités 

log^ j_ ^, ^ 
log. c' /. a' ' 

sont équivalentes , puisque ce sont les expressions 
d'une même conslante K. 

Le développement de a^ devient, suivant que Von 
prend les logarithmes dans le système dont la base 
est £1, ou dans le système dont la base est e, 

x^+ etc., 



a'==i-{-a:.l'a-\ l' 



43. Cherchons à présent le développement d'un 
logaritbine. 



L'équation af^^e nous fournit un moyen aussi 
simple que facile pour y pai'vcnir : en effet, cette 
équation donne a^e^, d'où, en prenant les loga- 
rithmes dans le système dont la base est «, 
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mais, d'une autre part, oi 

et si l'on ordonne ce développement par rapport auï 
puissances de ;r, on trouvera 

+ Mar+ N J7'+ P^'+ etc. , 

en représentant par M, N , P, etc. , les coefficients 
des puissances de x supérieures à la première, dont 
nous n'avons pas besoin. Comparant ce développe- 
nupit avec celui du n" 4i , 'jui est 



i.a.3 



:'-f- etc., 



on voit que l'on a , 

et si l'on met cette valeur dans rétjualion l'a-z^zK, 
il viendra 

(,)... /■<,=(«-,) - fe=ii: + fe=i2 _ «c 

Si l'on voulait avoir le logarithme du même nombre 
, pris dans un système quelconque , dont la bas« 

serait i, il faudrait obsei-ver ciue l'on a ~^ — ^l'a^ 
log. * 

n" 4^, et par suite 

W...log.<.=log.«[t«-.)-fe^ + '-î=li' — etc.]; 

Cette formule ne donnerait le logarithme de a, prit 
dans le système dont la base serait ù, qu'autant que 
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I connaîtrait le loguiithnie du nonibi'e e, pris dans 
ce mâme système; tandis que la Ibrmiile (i) donne 
ie logarithme de a dnns le système dont la base est e. 



sans rien supposeï 



de , 



niblable. C*e 



pou. 



raison qiie les logarîlhmes pris dans le système dont, 
la base est e ont reçu le nom de logaritliuies liatu'- 
tels. Ils portent aussi le uom de logarithmes népériens, 
à cause de Neper, baron ét^ossais, qui les découvrit 
le premier. On les a également appelés logarithmes 
hfperbohqiies , à cause d'une propriété de Thyperbole 
que nous verrons dans la théorie des courbes du se- 
cond degré. Les logaritlimes des tables, qui ont été 
calculés dans le système dont la base est lo , ont reçu 
le nom de logarithmes tabulaires, et celui de loga- 
rithmes de Briggs, qui les a calculés le premier. 

^^. Les iormules (i) et (a) n'étant point conver- 
gentes lorsque a est un nombre plus grand que 2, 
ou même égal à 2, ne peuvent réellement pas servir 
à calculer des logarithmes. Nous chercherons donc à 
les remplacer par des formules convergentes, et à cet 
ellet , nous prendrons la deuxième qui est la plus 
générale. 

M. de Lagrange parvient sur-le-champ à une l'or- 
niule qui jouit du la propriété bien remarquable de 
i convergente qu'on le veut. Il lemplace 

, qui est ici un nombre quelconque, par ya, et il 

ibtient par-là, en observant que log. y z-=i - log. s, 

r. fv/z-iV f\/a--iy 

«g.z^>log.g[(\/^i)- ^ ^ ^ _^L--_-^_etc.]i 

_ A 

jïïans cette formule, 7" est un nombre arbitraire, comme 
«la résulte de la nature même du calcul qui y a con- 

.i5 



I 



n peut prendre ce nombre r aussi grapi 

qu'on le veut, ce qui rend la quantité v z aussi pen 
diffôrenle de l'unité qu'on peut le désirer, quelle que 
soit d'ailleurs la grandeur du nombre z \ d'où il suil 

que v £ — I peut devenir aussi petit qu'ob le veut, 
et que, par conséquent, la série peut devenir aasï 
convergente qu'on le juge convenalile. 

On ne saurait dissimuler pourtant que l'appltoation 
de cette formule ne soit pénible, à cause de l'extrac- 
tion de racines qu'elle entraîne, extraction d'autaal 
plus longue et plus difficile que l'on veut obtenir une 
eoirtergence plus rapide. On peut rendre la difBcullf^ 
moins grande en prenant pour r une puissance de a, 
ce qui conduit à extraire des racines carrées succ«- 
sives; mais les calculs sont encore très-longs. Aussi 
nous donnerons tout-à-Vheure une autre formule pli* 
commode, quoique bien moins élégante d'ailleurs. ft] 
vais montrer auparavant comment on doit se servît 
de celle-ci, et comment on peut déterminer deUl 
quantités, l'une plus grande et l'autre plus petite qu« 
l'erreur que l'on aura commise en prenant le premier 
terme ou la somme des deux , trois , etc. premîeil' 
termes pour valeur approcliée du logarithme de z. 

Remarquons d'abord qu'elle ne peut donner log. 
qu'autant que l'on connaît log. e; mats elle donne! 
log. e iminédialement ; car si l'on y remplace : p*ïj 
la base b^ on aura 

1 = log. 3 [(/i-O- ^^ ' + etc.] ; 



i~7 = '-^t^*-')- 



{Vb-iY 



38; 



i la valeur de 



lo". £ 



et lorsque l'on conni 
déduira de suite celle de I 

Voyons à présent par quels moyens on pourrait 
assigner deux limites entre lesquelles serait comprise 
Teireur que l'on commettrait en prenant le premier, 
ou les deux, trois, etc. premiers termes pour valeui' 
approchée de log. z. Pour cela, observons que si z 

est >i, Yz — i sera une quantité positive,' quelque 
grand que soit r^ et par conséquent le second ternis 



sera négatif; le troisième sera positif, 



mais il* est moindi'e que le second , et par conséquent 
la somme de tes deus termes est négative; si l'on y 
joiut le quatrième qui est négatif, on aura un résultat 
négatif plus grand encore : en un mol, quelque soit 
le nombre de termes que l'on puisse prendre, à partir 
du second , on aura toujours une somme négative ; 
ti'oii il faut conclure que le premier tenue r log. e 

(V s— i) est plus grand que log. z. Il nous reste à 
déterminer une quantité plus petite que ce même 
logarithme , et l'on verrait aisément que la somme 

i \{vz — i) des deus. premiers 

pies satisfait à cette condition. 
Tout cela semble supposer que log. e soit calculé 
fexactemenC, chose impossible; mais on aura bien vi- 
I dibtement des bmites sitres , si l'on met dans la pre- 
mière une quantité plus grande que log, e, et dans la 
seconde une quantité plus petite : il est aisé de troU' 
ver ces deux quantités avec la formule elle-même, 
, d'après ce que nous avons dît plus haut. 
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45. On peut démontrer à l'aide de cette mcnK 
formule un fait remarquable , savoir : qu'un nombn 
admet une infinité de logaritltmes imaginairei daiù, 
tout sj-itèine dont la base est positive et autre gut 
l'unité, mais qu'il n'en a qu'un soûl qui soit réel. El 
effet, le nombre r peut èti-e pris aussi grand quoi 

le voudra, et par conséquent la quantité v s— i est 
susceptible dun aussi grand nombre de valeurs qu"orf 
puisse le désirer : d'où il suit que le nombre z Aâi, 
être considéré comme ayant une infinité de lofa- 

rilhmes. Mais si ce nombre r est impair, y z nanra 
qu'une seule valeur léelle , et par conséquent le log** 
ritbme n'aura qu'une valeur réelle ; et si ce nombre r 

est pair. Va aura bien deux valeurs réelles, 
l'une d'elles sera négative, et dès-lors tout le dévelop- 
pement devient négatif; or, cette valeur négative du 
développement ne peut point être celle du log. i, à 
z et i sont deux nombres plus grands qu'un , ou deux 
nombres plus petits qu'un ; ce serait au contraire 11 
valeur positive du développement qu'il faudrait ro^ 
jeter, si, b étant > i, a était une fraction , ou red- 
p roque ment. 

46. Occupons-nous à présent de la recherche d'une 
autre formule qui ne jouira plus de la propriété ds. 
pouvoir devenir aussi convergente qu'on le voudn, 
mais qui aura néanmoins une convergence assea la*' 
pide pour donner avec un assez petit nombre (le 
termes un logarithme très-approché. 

Dans la formule (2), n" 43, faisons n^c-j-i,!! 
viendra 



j.(i + c)^log.e(t?- 



- -7 + etc.' ; 
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_ remplaçons ici c par •— c , et nous aurons 

log. (i-c)= log. e [j-c-^ _ ^ _ ^ _ etc.J ; 

retranchons ces deux égalités^ membre à membre, et 
nous obtiendrons, en observant d'ailleurs que log. 

{i + c)~log.{i—c) = \og. (7^), 

faisons c=z ; il en résultera = , 

2/î+i I — c n ' 

et par conséquent 

etc. j , 



5 (2/1 + 1)- 



ou, puisque log. [ ] =: log. (^ + 1) — log. n 

lOff. r/l+l)=l0ff.7l+al0ff. ci h 57 rr 

0> . 



• •••■+• etc. 



formule très-convergente, et dont le décroissement 
est d'autant plus rapide que le nombre n est plus 
grand. 

47. Cette formule met en évidence un principe que 
nous avons démontré, dans la première partie, d'une 
manière assez laborieuse, savoir : que la différence 
entre les logarithmes de deux nombres consécutifs est 
d^ autant plus petite que ces deux nombres sont plus 
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considérables j rar elle donne 

+ etc. J , 

sérife dont chacun des termes est d'autant plus petit 
que n est plus grand. 

48. Cette même fonnule , comme celle de Lagrange, 
se simplifie lorsque l'on prend les logarithmes dans 
le système dont la base est e, en ce qu'elle perd le 
facteur Jog, e, et devient 



^■(«^ 



''WH 



<^ 



en faisant successivement dans celle-ci n^i, n=:î, 
ni:=3, etc., on calculera les logarithmes de tous les 
nombres dans le système népérien. 

Si l'on veut se servir de la formule générale , aËa 
de calculer les logarithmes dans un système quel- 
conque ayant b pour base , on commencera par cal- 
culer i?'(è), à l'aide de la formule des logarithme* 
népériens ; on observera ensuite que l'on a log. e =^ 

i'e'K yri, n" i4o, première partie; or, l'e^ çpq iv 

présente le logarithme de e, pris dans le systên» 
dont la base est e, n'est autre chose que l'unité. Oo 

a donc log. e^= TTty ^^ ^^ formule générale deTienI 



~ l'b' 



log. (« + i)r 



. n + 



l'b[2.ri + 



3(2n + i) 



en faisant tour-à 
calculera les lo£; 



i de tous les nombre; 



I^es &.èvei peuvent aisément faire des exemples, et 
en prenant i^io, vérifier l'ejactitudc de leurs 
calculs d'après les tables. 
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Séries circulaires. 

49- X ROPOSONS-NODS de développer sin. vr selon 
les puissances de l'arc x, dont il est visiblement une 
fonction. 

On reconnaît aisément que le développement cher* 
ché ne saurait contenir des puissances négatives de ar, 
pu isqu' alors il deviendrait infini dans l'hypothèse 
^^^o, tandis que sin. x devient zéro dans la même 
hypothèse. On reconnaît aussi qu'il ne doit point 
contenir de termes affectés de puissances fraction- 
naires, puisque s'il en contenait , il aurait pluf 
valeurs correspondantes à une même valeur de x, 
ce qui est absurde. Ainsi, ce développement ne doit 
contenir que des puissances entières de ;i7 j et si ces 
raisonnements ne démontrent pas ce fait d'une ma- 
nière rigoureuse, ils portent du moins à présii 
^e tes choses doivent être ainsi, -et à exandner par 
conséquent s'il est possible de déterminer des valeurs 
finies pour les coefficients A, B, C, D, etc., 
dévelopjienient hypothétique 

sin. a:^A + Bx + Cx' + Dx^ -i- etc. 

On peut démontrer rigoureusement que si le déve- 
loppement du sinus ne contient que des puissances 
entières et positives, les exposants seront tous des 



1 



Sga LEÇONS d'algèbre. 

nombres impairs. En effet, le sinus change de signe 
avec l'arc; mais il conserve la même valeur numé- 
rique, lorsque l'arc ne change que de signe; il faut 
donc que le développement jouisse de la même pro- 
priété pour toute valeur de ar; or, cela ne peut être 
qu'autant qu'il ne contient que des puissances im- 
paires de X. Donc, si le développement de sin. x ue 
doit contenir que des puissances entières et positiïes 
de X, on aura 

sin. a:z=Aj: + Bar' + C^^ + Ua;'+eic.; 

il reste à chercher les valeurs des indéterminées A, 
B , C , D , etc. ; si Ton peut trouver des valeuis finies, 
il ne restera plus aucun doute sur cette proposition, 
et le développement sera connu. Pour y parvenir, 
nous observerons d'abord que A doit être égal à 
runité; car on a 

tang. X 

or, lorsque .r^o, cos. x devient i, et il approche 
de plus en plus de cette valeur à mesure que x ap- 

pi'oche de zéra; il en est donc de même de 



à'JortioH, 



tang. x' 
puisque la tangente est tou- 



jours plus grande que l'arc qui, lui-même, est plui 
grand que le sinus ; mais de 

sin. ar^A.r + B;E^-f- Cx'-t- etc.. 



- L:^A + Bx'+C;î:' + etc, ; 



et si Ton fait j-=:o, le seconil membre se réduit à A, 
landis que le premier devient i ; il faut donc qiie 
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Von ait A = I , et par conséquent 

(i) . . . sin. or = ^ + B^ H- C^* -f- Do:^ -f- etc. , 
si le développement est possible. 

On verrait avec une égale facilité que si le déve- 
loppement de COS. œ peut être effectué selon les puis- 
sances entières et positives de ^, il doit être de la 
forme 

cos. a:=A' + BV-|-C'x*+DV+etc., " 

attendu que le cosinus doit conserver la même valeur, 
lorsque lare ne fait que changer de signe, quelque 
soit d'ailleurs cet arc ; et il est clair que l'on doit 
avoir A' = i , puisque le cosinus devient i dans l'hy- 
pothèse a:=o; ainsi, 

(2) . . . COS. ^= I + B'j7'+ C'.r*+ D'.r«+ etc. ^ 

si le développement est possible. - 

Cela posé, nous pouvons déterminer tout-à-la-fois 
le développement de sin. x et celui de cos. .r. En 
effet, remplaçons x par x + h dans l'identité hypo- 
thétique (i) ; il viendra 

sin. {x + h) = {x'\-h) + ^{x + hy+C{x + hy 
D(j:-hA)^-|- etc.; 



en ordonnant par rapport aux puissances de A, et 
représentant par M , N , etc. , les coefficients des puis- 
sances supérieures à la première y on aura 

sin. (^-|-A) = (^-f-B^-f-Ca:^ + etc.)-f-(i+3B;c'-f- 
5 Cx"" -h 7 D^^ + etc.) h + Mh^ + NA^ + etc. 

On voit que le coefficient de h renferme tous les 
coefficients B, C , D', etc. , du développement de sin x. 
Si donc nous pouvions trouver un autre développe- 
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ment de sin. (jr + A) dans lequel le coëfGcieiit (le A 
serait une autre fonction de .r et de ces mêmes quao' 
tités B, C, D, etc. , il suffirait d'égaler dans ces deui 
expressions les coefficients des mêmes puissances de.r, 
pour déterminer B , C , D , etc. Pour y parvenir , nou* 
remarquerons que l'on a 



sin. (a; -{- A) r 



I. an COS. h + COS. je sîn. A. 



Or, COS. h ne contenant point de termes affectés do 
la première puissance de A, le coefficient de cette 
première puissance de k dans ce nouveau développa 
ment sera le produit de cos. x, c'est-à-dire, de 
(i + B'j-' + C'.r*-|- etc.), par le terme affecté de l« 
première puissance de h dans le développement 
h~\- BA' + CA^-f- etc. , de sin. h, Ainsi, l'on a 



i + 3Bx'+5Cj:'H-7D.»'-|-etc. : 
-t-CV + D'a:=+etC,)i 
d'où il résulte 

3B = B', 
5C = G', 
7D=D', 



: (i + B'«' 



Ces équations ne peuvent donner les quantités B, 
C, D, etc., qu'en fonction des indéterminées B', C, 
D', ete. Mais si nous opérons sur cos. a:, comme 
nous l'avons fait sur sin. x, c'est-à-dire, si nous rem* 
plaçons d'abord x par x-\-h dans le développement 
COS. xz=zj + B'.r'+ Cx''+ etc., ce qui donnera 
-HaB'a^H- 4C'.r'+ 6D'x'+ etc. , pour coefficient 
de la première puissance de A; si nous observouf 
ensuite que cos. (x + k) est égal à cos. x cosA^ 
sin, X sin. A, et que le terme affecté de la premier* 
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puissance de h , daas cette seconde expressian , esc 
— (sin. a:)/i = ( — X — B.k' — ^x"" — -etc.)/;; si cnlin 
nous égalons ces deux coefficients de h , nous \ 
que l'on a aussi les égalités 

6D' ^-.C, 



dont la loi est aussi visible et aussi continue que 
celle qui existe dans les premières, A laide de ces 
deux suites d'équations, on trouvera 



y=~-, B = +-i^, C'=- 



1.3.4' 



2.3.4.5' 



.3.4.5.6' 



2.3.4.5.6.7' 



et par suite 
sin. .*::=: .r - 



— ^~~>. ■* y - , e g ^+ etc. 

5o. On pourrait déterminer aussi les <Iéveloppe- 
ments des autres lignes trigonométriques en fonctiou 
de l'arc ; mais ces développements étant moins simples 
et moins convergents que ceux du sinus et du cosi- 
nus, il est infiniment plus commode de calculer les 
autres lignes par le moyen de leurs expressions en 
fonction du sinus et du cosinus; ainsi, nous ne nous 
PO occuperons pas. Mais nous tliercherons a résoudre 
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le probiêmc inverse de celui qiie nous venons de 
tiaîtcr , c'est-à-dire , à développer l'arc en fonction 
du sinus et du cosinus. 

A cet eH'et, nous emploierons la méthode înTetse 
des séries, et nous en simplifierons considérablement 
l'application en observant i" que l'arc devant se ré- 
duire à zéro en même temps que le sinus, et la limite 
du rapport de ces deux quantités étant d'ailleurs égale 
à l'unité, le premier terme du développement de l'arc 
en fonction du sinus doit être le sinus lui-même; 
a" qu'il est très - probable que ce développement ne 
contient que des puissances entières et positives ; oa 
le verrait par des considérations semblables à celles 
du n" 49 ■ on est donc conduit à poser 

X T=.y -\- ky^ + B^' + C^' + etc. , 

en représentant le sinus par y^ et remarquant d'ail- 
leurs que le développement ne saurait renfermer de* 
puissances paires. Or, si l'on remplace _/ par son dé- 
veloppement 



"2.3 ^a.3.4.5 "■■• 

et que l'on compare ensuite les coefficients des mémea 
puissances de x dans les deux membres ; ou plutôt 
si, après celte substitution, on ordonne par rapport 
à a: en faisant passer le terme x dans le second 
membre, et si l'on égale ensuite à zéro tous les coëf* 
iîcients, on trouvera 



A = + - 





3.3 


= 


.3,4.5' 




3.3 



3.3.4.5-' 
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La loi qui existe dans ce développement n'étant 
point facile à retenir, non plus que celle de la série 
qui donne Tare en fonction du cosinus, on est dans 
l'usage de se servir de la série qui donne Tare en 
fonction de la tangente. 

5i. Pour trouver cette série nous remarquerons 
d'abord que si l'on multiplie le développement de 
sin. X par v^— i , et si on l'ajoute ensuite avec celui 
de COS. ^, il viendra 

cos.^+ v^— I sin. ^=: I + x{/'—i • — 5 V^— I 

2 2.0 

a:* x^ 

2.0.4 2.J.4«5 

or, si dans Tidentité 

«'*'= I H- ^ H 1 5 H 5—7 H ^ i tt + etc. 

2 2.0 2.0.4 2.^.4.0 

on change x en x\/^\ , il viendra 

x^ X ^^ 

e'^^-^zz^i + xv^-i -H ^ V/-I + 



.r^ 



2 .2.3 2 . 3«4 



"^ 2 3 4 5 *^~' + *'''• 

L'identité qui existe entre ce dernier développement 
et le premier, montre que Ton a 

COS. X + (W^-i) sin. X = e^^^"^^. 
On démontrerait de la même manière Fégalîté 



COS. X — ( l/— i) sin. X 



= ^-*v^-\ 



On tire de ces deux égalités,, en prepant.les loga- 
rithmes dans le système dont la base est ^, 

X W^— I == /' (cos. X -H sin. x l/— r) , 
^l/— I = — /' (cos.o; — sin.^ l/— i); 
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série qui donnerait 



iv=3, i4if> 9^*653 58979 
Si l'on veut employer la formule 



= lang. ^ - — |- 



On peut s'assurer de la convergence de cette stùB- 
en observant que chacun des termes que l'on re- 
tranche est plus grand que la moitié de celui qui le 
empêche la somme des termes de lil 
aussi rapidement que celle de la pro- 

lorsque l'on y considère les 
, etc., commft 



précède, ce qu 

série de 



'2'4 



différences i — ^ , 7; — - . - 

3' 5 7' 9 II 

foi'mant les termes successiià. 

Mais comme ces deux séries marchent avec trop 

peu de rapidité , on a essayé de décomposer l'are do- 

5o" en deux auties dont les tangentes fussent des 

fractions commenstuables, vu que chacune des sériei' 

particulières à ces deux arcs dont la somme" 

à -, sera très -convergente. A cet effet, on 

que si dans la formule . 

, ,, tang. a -f- tan?. A 

tang. (a~l-è)z= " " 



?' équivaut 
a obsèm 



on faisait tang, (fl + J) ^ tang. 5o" 
= —, il en résulterait tang. A :=: ^ : 



, et tang. 
if ".tant suo' 



■■> 
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cessivement ces valeurs - et ^ dans la série qui donne 

1 af c en fonction de la tangente"^ on. trouve 

/ 

I I I I 



a 



2 .3.?' 5.2^ 7.2^ 



etc., 



TT I I I I 

4 ~'' ~ 3 ~ O'*^ 57?"^"^ "*■ ^^• 

Ces deux, séries ont' une convergence très -rapide; 
ainsi Ton pourra calculer les arcs a et if avec une 
assez grande promptitude, et lorsque Ton aura cha- 
euh d'eux à moins de lunité décimale de l'ordre /i, 

il suffira de les ajouter pour avoir - à moins de deux 

unités de ce même ordre, et par conséquent à moins 
de l'unité de l'ordre précédent. 

M. Lacroix , dans son Traité élémentaire de calcul 
différentiel et intégral ^ donne deux séries qui ont 
une convergence bien plus rapide encore. Elles sont 
déduites d'une observation faite par Machin , géo- 
mètre anglais, qui a reconnu que l'arc de o^,5 = 

5o*^ = - était égal à quatre fois celui qui a ^ pour 

tangente , moins lare dont la tangente est -q""* En 
effet, représentons par a l'arc dont la tangente est 

^, il en résultera 
5 

2 

2 tangf. a 5 5 

tanff . 2 a = — — - = = — , 

^ I — tang.^'a i 12' 

et par suite 

2i 26 



, _ 3 tnng. y-a _ 



d'où il faul conclure que l'angle a est > - 5o" , el quB 
4 a est > 5o j mais on a aussi 

I20 

■a„g. (4..-50.) = -^ '"''•-"■e-^r = îliZ^ = i 

'' ^ ' H-iang.4atang. So" _^ lao » 



.qui 



i démontre le fait énoncé, pui»[ue l'angle ^a— 
So" est précisément celui gu'il faut tetrancher de 4<) 
pour avoir So". 

Cela posé, si dans la formule 

tang.' X 
X ^ tang. X — — ^ — _)_ eic, ^ 

nous faisons tour-à-tour x-=.a, x^:=4^- — ^5o", on 
trouvera, en se rappelant que l'on représente vu A* 

l'arc dont la tangente est = , 



7-5' 



-50°: 



3.23(j' S.aSg' 7.239' 



Maintenant, si à l'aide de ces deux formules, qui 
sont extrêmement convergentes, on calcule a et 4* 
— So", chacun à moins d'une unité décimale de 
l'ordre n ; si l'on multiplie ensuite par 4 la valeur 
que l'on aura trouvée pour a, ce qui donnera celle 
4a à moins d'une unité décimale de l'ordre (n—i). 
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pt si, de ce résultat, on retranche la râleur de 4^ — 
5o°, catctilëe à moins d'une unité décimale de l'ordre n , 
on aura celle de 5o° à moios d'une unité décimale 
de l'ordre (n — i). 



ONZIEME LEÇON. 

Construction des toiles de sinus. — i" Par les sérit 



54. V><Bs notions suffisent pour mettre en état de 
construire des tables de sinus; car ayant déterminé 
la longueur de tt, c'esl-à-dire, du rapport de la cir- 
conférence au diamètre, avec un nomlire n de déci- 
niales exactes , on en peut déduire celle de touts 
inférence dont le rayon R sera connu , d'après 
cette propriété que les circonférences sont entre elles 
comme leurs rayons; et connaissant un arc pris dans 
la première circonféience , on calculera l'expression 
numérique de l'arc pris dans une autre circonférence, 
d'après le même principe, qui est également appli- 
cable aux arcs semblables. Le rayon des tables est 
10'°; on l'a choisi tel, aRn que les sinus des petits 
arcs ne fussent pas des fractions , et que leurs loga- 
rithmes ne fussent pas négatifs. Cependant, comme 
les formules qui donnent les sinus et cosinus ne sont 
bien convergentes qu'autant que a: est < i , et qu* 
d'ailleurs ces formules sont prises dans l'bypothèsa 
H =^ I , on commence par calculer les sinus et cosi- 
nus des arcs moindres que 1 dans la circonférencs 
dont le rayon est i; on multiplie ensuite les expres- 
sions numériques de ces quantités par le rayon des 
>les , et l'on obtient les expressions numériques des 



sinus et cosinus prU dans la circonférence dont lir 
rayon est celui des tables. Les tables formées de cette 
monière sont dîtes tables des sinus et cosinus natU' 
rels , par opposition avec celles qui contiennent IW 
logarithmes de ces mêmes lignes, auxquelles on» 
donné le nom de tables des logaiîtfames-sinus , oa 
sinus artificiels. Après avoir formé les premières, oa 
peut en déduii-e les autres, puisqu'il ne s'agit plui' 
que de chercher les logarithmes des expressions nu-^ 
mériques de ces sinus et cosinus naturels. 

Tout ceci est bon en théorie , où l'on n'a nulle- 
ment égard à la longueur des calculs qu'il faut effeo 
tuer pour obtenir une approximation déterminée. 
Mais on voit aisément combien le nombre des déci- 
males exactes devrait être considérable dans les sînni 
calculés par la formule, pour que l'on pût cohipter 
seulement sur l'exactitude de dix décimales dans le 
produit de ces expressions par lo'"; l'erreur deve* 
nant io'° fois plus grande par celte multiplication, 
il est clair qu'il faudrait que ces premières expression» 
eussent au moins vingt décimales exactes. D'ailleurs, 
les logarithmes eux-mêmes sont encore longs à cal- 
culer ; il serait donc bien plus commode , pour fonnef 
les tables de logarîthmes-sinus , d'avoir une série qui' 
les donnât directement. 

Pour y parvenir, supposons que l'on veuille, par 
exemple , calculer les logarithmes-sinus pour une 
suite d'arcs dont chacun surpasse d'une seconde ctlui 
qui le précède. 

Reprenons la série 

■j.i 2.3,4.3 2.0.4.5.0.7 , 

mettons la sous la forme 
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sin.x=^[i-(fl-^ + ^3^5^ =etc.)] , 

et représentons par j la série 

( ^^ ^^ ^^ ^^\ 

V2.3 2.3.4.5 ' 2.3.4-5.6.7 /' 

il viendra 

sin. a: = ^ ( I — y) ; 
d'où .... 

log. (sin. x) z=i log. X + log. (i — y) = log. or 
— log. ^ r ^ + i jr» H- etc.\ 

Or, a: représente ici un nombre exact de secon<les ; 
et comme il est aisé de calculer la valeur numérique 
de i", d'après l'expression de x, la valeur numérique 
de X est facile à calculer aussi. Mais si on laissait la 
formule dans cet état , il serait nécessaire de connaître 
la valeur numérique de jr pour s'en servir : ce serait 
une chose fort pénible , attendu que y ne peut être 
donnée que par l'équation 



x"" x^ 



^-^T3~ 2.3.4.5 +^*<^-g 

qui présente des calculs fort longs lorsque x est com- 
posé de beaucoup de décimales. Pour lever cette dif- 
ficulté , il suffit de remplacer y par cette même valeur 
dans la formule , et l'on obtiendra 

/ x^ x^ \ 

log. sin. a: = log. or— log. ^(^^— ^r^ri + etcj; 

il ne s'agit plus que de substituer ici, au lieu de x 
qui représepte un nombre de secondes, la valeur nu- 
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slnus et cosinus pris dans la circontércnce dont 1* 
rayon est celui des tables. Les tables formées de celte 
manière sont dites tables des sinus et cosinus natu- 
rels , par opposition avec celles qui contiennent 1»' 
logarithmes de ces mêmes lignes, aux«juelles i 
donné le nom de tables des logaiithmes- sinus, oit 
sinus artificiels. Après avoir formé les premières, on 
peut en déduire les autres, puisqu'il ne s'agit plia 
que de chercher les logarithmes des expressions nu-, 
mériques de ces sinus et cosinus naturels. 

Tout ceci est bon en théorie , où l'on n'a nulle- 
ment égard à la longueur des calculs qu'il faut eFTeo- 
tuer pour obtenir une approximation déterminée. 
Mais on Toit aisément combien le nombre des déci- 
males ejiactes devrait être considérable dans les sinuî 
calculés par la formule, pour que l'on pAt cohipter 
seulement sur l'exactitude de dix décimales dans la 
produit de ces expressions par io'°; l'erreur deve* 
nant io'° fois plus grande par cette multiplication, 
il est clair qu'il faudrait que ces premières expressions 
eussent au moins vingt décimales exactes. D'ailleurs, 
les logarithmes eux-mêmes sont encore longs à cal- 
culer; il serait donc bien plus commode, pour former 
les tibles de logarithmes-sinus, d'avoir une série qui 
les donnât directement. 

Pour y parvenir, supposons que l'on veuille, par 
exemple , calculer les logarithmes-sinus pour une 
suite d'arcs dont chacun surpasse d'une seconde «lui 
qui le précède. 

Reprenons la série 



""■■*—* a. 3^2. 3. 4. 5 2.3.4.5.6.7 
mettons la sous la forme 



+ tttî 
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injr- [ f^* ^^ 1 "^^ =ctcY] 

"" [_ V2.3 2.3.4*5 2.3.4.5.6.7 VJ^ 

et représentons par j- la série 

1 j_ „______^_____«- — ^ etc. 1 ' 

V2.3 2.3.4*5 ~ 2. 3. 4*5. 6. 7 /' 

il viendra 

sin. X z=z a: (i — ^) ; 
d'où .... 

log. (sin. x) z=i log. X + log. (i — ^) = log. or 
— log. efjr'h^y+ etc.\ 

Or, a: représente ici un nombre exact de secondes; 
et comme il est aisé de calculer la valeur numérique 
de i", d'après l'expression de x, la valeur numérique 
de jc est facile à calculer aussi. Mais si on laissait la 
formule dans cet état , il serait nécessaire de connaître 
la valeur numérique de ^ pour s'en servir : ce serait 
une chose fort pénible , attendu que j- ne peut être 
donnée que par l'équation 



;r' x^ 



^ — 173 ~ 2.3.4.5 + ^*^- ' g 

qui présente des calculs fort longs lorsque or est com- 
posé de beaucoup de décimales. Pour lever cette dif- 
ficulté , il suffit de remplacer ^ par cette même valeur 
dans la formule , et l'on obtiendra 

log. sin. a: = log. or— log. e (^^ — ^, ^, g + etc. j ; 

il ne s'agit plus que de substituer ici, au lieu de x 
qui représente un nombre de secondes, la valeur nu- 



4o3 
c'est-à 






ikï. 

a56 



Or, si l'on réduit cette expression en déc'i 
on ne trouvera de chiffres significatifs qu'i 
rang ; d'où il faut conclure «jue la différence qui 
existe entre la tangente et le sinus de l'arc i" est 
moindre que l'unité décimale du dixième ordre; H 
en est donc de même, à plus forte raison, de la dit 
férence du sinus à l'arc de i". 

Montrons à présent que le sin. verse est toujours 
moindre que le sinus , exception faite toutefois Aa 
sin. verse de loo", qui est égal au rayon comme le 
sinus. A cet effet, remarquons que l'on a sin, verse 
=:;R-cos.=:R-l/(R'~sin.') ; il faut donc démon- 
trer rinégalité 



Or, cette i 



-l/(R' — 
ité revient î 



in.') < sin. 
celle-ci , 



R — sin, < (v^R' — sin." ) , 
ou bien à celle-ci, 

R' — 2 R sin. + sin.' < R' — sin,' . 
qui est évidente, puisque le sin. est < R, 

D'après ces principes , pour former les tables de 
sinus naturels, on cherchera l'expression de l'arc dfl 
i", en partant de celle de 7:, que l'on peut calculer 
indépendamment des séries, (Voyez la Géométrie dfc. 
Legendre ou celle de Lacroix). On considérera cette, 
expression dans ses dix premières décimales, coranM' 
étant celle du sin. i", et l'on sera sftr que l'erreur. 

commise est moindre que — —. 11 sera iacile de s'éle- 
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Ter ensuite par le moyen des formules du siniis diï 
double et du siniis de la somme, aux arts s", 3", 
4"ietc., i", i^-f-i", 1"+ a", etc., eu déduisant 
d'ailleurs lesi«osinus des sinus. 

56, Soit que l'on forme les tables à l'aide des sé- 
ries, soit qu'on les forme d'après les considérations 
que je viens d'esposer, on pourra diminuer consîdé- 
fablement les calculs par les observations suivantes. 

1° Lorsque l'on connaîtra les sinus et cosinus des 
arcs compris entre o et 33" ~ , il sera facile d'en dé- 
duire ceux des arcs compris entre 33" ^ et 66" ^; 
car on a 

sin. {33°^ +a)^sin. 33''-^.cos. a-j-cos. SB^-j-sin-a, 
sin. (33"^ — rt)r=rsin. 33"3.cos. ïi — eos, 33" 3. sin, a j 
d'où, en ajoutant ces deux égalités membre à membre, 

(33" -j + a) -\- sin. (33° \-a)=: asin. 33" j. cos. a, 
c'est-à-dire , 

sin. (33"^ + rt) + sin, (33" y - a) = COS. a, 
puisque sin. 33"^ = ^. On déduit de-là 

sin. (33^3 + a) = cos. a^ — sin, (33" -5 — a) , 

formule dans laquelle II s'agira de donner à a les va- 
leurs comprises entre zéro et 33" \ , pour avoir les 
sinus des arcs compris entre 33° ^ et 66° }. 

■À° 11 ne sera pas nécessaire de se servir de cette 
formule pour les arcs plus grands que 5o° ; car le 
sinus de 5o" -J- a est égal au cosinus de sou complé- 
ment 5o" — a, et le cosinus de 5o"H-a est égal au 
sinus de So" — a. 

57. Je ne m'étendrai pas davantage sur cette ma- 
tière, d'ailleurs très-intéiessanie par elle-même, et je 



m ces 
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renvoie aux leçons X* et XI" du. Calcul des Jonctions , 
de Lagrange. On y trouvera un très-grand nombrf 
d'autres formuler d'une importance majeure. Je dc 
pourrais que transcrire ici d'une manière à-peu^réi 
littérale ce qui a été dit par ce géomètre ; et ce qui 
précède suffit pour atteindre le but que je nie pro- 
pose dans cet ouvrage. 
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Des fractions qui se réduisûnt a la forme - 



58. Nott 

I" volume , que l'expression 



forme - lorsque l'on y remplaçait q par l'unité , et 



i vu, leçon sur les progressions, 
- prenait 11 



nous avons reconnu que cette circonstance tenait i 
ce que le facteur q — r était commun aux deux 
termes de cette expression fractionnaire ; de sorte 
qu'en supprimant ce facteur, on trouve la valeur que 
prend cette même fraction dans l'hypothèse q = 

On rencontre en algèbre un très-grand nombre àè 
circonstances semblables, La théorie que je vais dé- 
velopper a pour but de donner les moyens par les- 
quels on peut obtenir la valeur d'une expression qoï 

prend la forme - , lorsque le problême que cette ev 

pression résout est déterminé, et qu'en conséquence 
elle no doit point rester dans cet état d'indécision. 
Sg. On sait que tout polynôme qui ne renferoM 
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<jiie des exposants entiers et positifs est divisible par 
X- — a, lorsqu'il se réduit à léro par l'hjpotlièse 
x::=a; et que ce polynôme peut alors être mis sous 
la forme A(^'"~a") -+- B(j:"'~'-a™~') + C(x'"~'- 
a'"~'')-heic. . . +T(a^-o). On sait aussi qu'il n'est 
plus permis de conclure que le polynôme est divi- 
sible par (x — a), lorsqu'il contient des puissances 
fractionnaires ou des puissances négatives de x; mais 
tout polynôme Aj:™-H B:c"-|- Cr''H- etc. +Tx'-i-k-, 
qui se réduit à zéro dans l'hypothèse a;r=a, peut 
être mis sous la forme A(ar"-a'")-|-B[.ï'"-a") + 
C ixP—a'') + etc. . , -H T [x'- a') , comme on le voit 
aisément en observant que l'on a dès-lors Aa'"+Bfl" 
+ Ca''4- , . , , •^'ïa'-^k = Oy et en substituant au 
lieu de k sa valeur — Ad" — Ba" — etc. dans le po- 
lynôme Aa^^H- Ba7°+etc. 
Si lin e fraction algébrique 

Ax^-^- hx"+Cx''+ etc. 



a:'"H-C'j:'"+etc.' 



se réduit à - quand on y remplace x par une valeur 

particulière a, on peut donc être assuré que cette 
fraction est susceptible d'être ramenée à la forme 

A (x^-fl") + B (j:"-a") + C (xP-gP) + etc. 
M{x""^a"'-)+h'{x'"~a"')+C\xl"~af) + elc.' 

Cela posé, si tous les exposants m, n, p, etc., m', 
n\p\ etc., étaient entiers et positifs, il serait facile 
de trouver la valeur que prend la fraction donnée 
dans l'hypothèse particulière x=:a. A cet effet, on 
diviserait chacun des deux termes de cette iraction 
par X — a, autant de fois que possible. Si, par 
exempte, après trois dji-isions successives, le numé- 



] 

M 
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rateiir cessait d'être divisible par a" — a, et qufc I« 
dénominateur le fût encore, la valeur cherchée serait 
l'infini ; car on pourrait supprimer le facteur (■^■— a)' 
dans les deux termes, et l'on aurait une nouvelle 
fraction dont le numérateur ne contiendrait plus le 
facteur (x—a), tandis que le dénominateur le con- 
tiendrait encore ; ce dénominateur se réduirait doue: 
seul à zéro, et la valeur cherchée serait l'infini. Si le 
dénominateur, au contraire, cessait d'être divisible 
far x—a avant le numérateur, la valeur cherchée 
serait zéro, et si les deux termes cessaient en même 
temps d'être divisibles par x—a, auquel cas l'un 
prendrait une certaine valeur numérique N , et l'autre 
une valeur N', la fraction prendrait elle-même une 

, . . N 

valeur numérique ^• 

On pourrait substituer à ce procédé celui de la 
recherche du plus grand commun diviseur entre les 
deux termes de la fraction , attendu que ce plus grand 
commun diviseur contiendrait le facteur {-x—a) életê 
à une puissance égale à celle dont il est affecté dans 
celui des deux termes où son exposant est le moindre. 
On supprimerait ensuite ce commun diviseur, et l'on 
remplacerait .r par a dans la nouvelle fraction. Mail 
ni l'un ni l'autre de ces deux procédés ne serait gé- 
néralement applicable au cas où l'un quelconque des 
termes de la fraction contiendrait des puissance! 
fractionnaires on négatives de a-. I! faut donc cher- 
cher un moyen qui puisse être employé avec succà 
dans tous tes cas. 

60. Pour faire connaître ce procédé général , repri* 

Fx 

sentons la fraction par -pr- 

Si a est la valeur particulière de a: qui réduit le" 
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deux termes à zéro, on remplacera :r par a+h, 
h étant une lettre à laquelle on n'attribue pour le 
moment aucune valeur numérique. On ordonnera 
chacun des deux termes par rapport aux puissances 
ascendantes de A , et l'on obtiendra par-lâ 

/(fl+A) ~ A'A'"'+ 87*"'+ C'A/"+ etc. ' 

h est ici facteur de chacun des deux termes de la 
fraction, parce que, d'après l'état des choses, l'un el 
l'autre doivent se réduire à zéro dans l'hypotlièse 
k^o. Observons raainlenant qu'on se trouvera néces- 
sairement dans l'une de ces trois cu^constances 

^, m > m', m^=zm', m < m' ; 

^BSuia la première , le facteur h"" sera commun aux 
^pideux termes de la fraction ; on le supprimera, et cett« 
B fraction deviendra 

I «xpre 



~ BA"- 



A' + B-A"'-" 
' «pression qui devient 






lorsque l'on y fait A^o; d'où il faut conclure que 

Tx 
la fraction proposée ^ se réduit à zéro, lorsque l'on 

y fait x=^a, 

■ Dans la deuxième hypothèse m = m', le facteur 
commun aux deux termes de la fraction est A", et si 
on le supprime , il vient 

F(a + k) A + BA'"~"+etc. 

/(a+A) ~ A'+B'A'"~'"+etc.' 
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expression qui donne 

Fo _ A 

/a-A" 

lorsque l'on y suppose A=:o; d'où il faut condim 

que -TT- derient —, lorsque l'on y fait x^a. 

Dans la ti'oisième hypothèse en&ji , le facteur com- 
mun est h", et si on le supprime, il vient 

F(a + A) _ A + BA"-'"+etc. 
/{a + h) ~" A7»'"'-'"+BA"'-"*+elc.' 

expression qui donne 

r(«) _ A _ _. 



lorsque 1' 
Fit 



que 



y suppose â:=o; d'où il faut 
devient infini dans l'hypothèse x^ 



:onclun 



Cette méthode suppose que l'on sache développer 
les quantilés F{a -i- //) et./{a-\-h) suivant les puis- 
sances asceiidanips de («+/<,), ou que l'on puisse la 
moins déterminer le terme affecté de la moindre puifr' 
sance de h dans chacun de ces développements. L* 
formule du hinôme et celles que nous avons donnée* 
dans les pi-écédentes leçons, suffiront assez général*'' 
ment pour y parvenir. Mais on doit remarquer qan 
la méthode cesserait d'être applicable au caâ où (*' 

serait la valeur ;c^o qui réduirait la fraction à - 
^ e 

puisqu'elle conduirait alors à remplacer j par 0-+-fc, 
c'esi-4-dire , par h, et à faire ensuite h = o dans to 
résultat, ce qui revient à faire x = o dans la fonc-^ 
tion proposée. Pour lever celte difficulté, on ferait 
d'abord x -:=ji — i , g« qui donnerait une foBC- 



tion en/, que ITiypoihèse ^^-^^ i réduirait à - ; et 

l'on appliquerait alors la méthode, en cherchant œ 
que devient cette nouvelle fonction dans l'hypothèse 
jr^i. On voit bien, en effet, que l'on obtiendrait 
par ce ^byen ta valeur de la fonction proposée j car, 
d'après la relation ^=;_^ — r, fairejr=ï y c'est f»ire 

On doit observer d'ailleurs que cette transforma- 
tion n'est pas nécessaire; car une fonction de .r ne 
peut devenir zéro en même temps que x, qu'autant 
qu'elle renferme un facteur tel que j- , h étant posi- 
tif. Ainsi, dans la circonstance dont nous parlons, 
on devra développer les deux termes de la fractioa 
suivant les puissances ascendantes de x^ ce qui mettra 
les deux facteurs jr*, x^' en évidence ; on divisera 
ensuite ces deux termes par x ou x , selon que k 
sera < ou >A', i et faisant ensuite a:=:o, on aura la 
valeur cherchée. 

1^' Exemple. Soit 

F.r x'—^ax'+'ja'x—^d^—^à'i^^ax—a' 

fx x'~'Jt.ax—a''-\-'xaV'-iax—x' ' 



la fonction proposée; elle se réduit à la forme - par 
l'hypothèse x-^a : faisons x:=a-^ i , il viendra 



/(« + *) ■ 



^'+/t'+2«V'(a'-A'J 



développant les radicaux selon les puisfances aicsn- 
dan tes de A, nous aurons 



4 
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en réduisant, h se trouverait facteur commun 
que cela devait nécessairement arriver; et en faisant 
-o, on obtiendrait 









/M~ 


, 


iple. Soit 




Yx 


n. j: 


fa: ,u, 


verse x^ 


proposée, qui 


se réduit à - dans l'hjp 


. verse :ï:z^ i 


— COS. ^ ; d'où il résulte 



lafc 

thèse x = o. 
On a : 

Fx "^ a.3~^""'" ' a. 3 

fx x' X* X x^ 

a 2.J.4 3 2.5.4 

expression qui devient égale à l'infini lorsque l'on j 
fait x^^o. 

61. Des expressions qui se réduisent k - par un* 



hypothèse particulière ; 



t pas toujoufl 



données immédiatement sous la forme -2^— ; quelqiis> 

fols elles sont telles que Yx.fx : et pour concevoir 

la possibilité de ce fait, il suffit de supposer que a::=s 

donne Fx=ro et_/!r^= 00 , dans ce produit Fx. /j 

Pour appliquer la méthode, il faut mettre ces sortM 

Yx 
d'expressions sous la forme , fx étant le fe^ 

tetir qui devient infini. 
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Soit, par exemple, l'expression {x—af log. {x—a)^ 
dont le premier facteur devient zéro, et dont le se- 
cond devient infini, par l'hypothèse xzm.a. Nous la 
mettrons sous la forme 

{x — aY 



Vlog. (^ — «)/ 
Maintenant, si Ton fait x-z^ia + h^ on trouvera 
h^ 

\ log. e [(A— i) — ^^^^' + etc.1 ) 

expression qui devient zéro dans ITiypothèse A = o. 

6a. Quelquefois aussi la fonction est une fraction 
dont les deux termes deviennent infinis par une 
valeur particulière de x. Alors on peut mettre cette 

— i~ 

les procédés indiqués. - 



FIN. 
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